Lineare Algebra und Geometrie II, Ubungen

Gruppe 1 (922-945)
1. Sei

()

Bestimmen Sie ||A|l1 und ||Allco. Finden Sie weiters Vektoren u, v €
R? mit |jully = 1 und ||Aull; = ||All1, beziehungsweise ||v|o = 1 und
[40[|oo = [|Aloo-

Zunichst die Berechnung der Norm der Matrizen: Es gilt

1Al = m;?bXZlai,jl = max{[1[ + [1[, [2[ + [ =3[} = 5

und
[Afloe = max Y “lai | = max{[1] +[2[,[1] + |-3|} = 4.
J

Um nun die Vektoren der Norm 1 zu finden, bei denen die Matrixnorm
genau angenommen wird, betrachten wir die beiden Maxima, die wir be-
rechnet haben, genauer. Im Fall der 1-Norm ist das Maximum gerade beim
zweiten Term angenommen worden, der (bis auf die Absolutbetriige) der
zweiten Spalte der Matrix A entspricht. Die zweite Spalte erhalten wir
aber genau, indem wir die Matrix A mit dem zweiten Standardbasisvek-
tor multiplizieren. Setzen wir also u := es = (0,1). Dann ist

lulp =10l + 1 =1 wnd  [JAully = |2[+ 3] = 5 = [|Al] -

Mit einer dhnlichen Argumentation kommen wir auch im Fall der oco-Norm
zum Ziel. Hier wird wieder das Maximum beim zweiten Term angenom-
men, der nun der zweiten Zeile von A entspricht. Die Zeilen von A erhal-
ten wir beispielsweise, indem wir die Matrix A mit dem Vektor w = (1,1)
multiplizieren (dessen Maximumsnorm genau gleich 1 ist). Dies fiithrt noch
nicht zum richtigen Ergebnis, weil

w2 (0)-05)-()

und damit ||Aw|jeo = 3 < ||4]lc = 4 ist. Allerdings sehen wir, dass wir
den Eintrag 4 erhalten wiirden, wenn wir im zweiten Eintrag von Aw das
Vorzeichen bei —3 wechseln koénnen. Dies erreichen wir aber, wenn wir
das Vorzeichen im zweiten Eintrag des Vektors w dndern. Setzen wir also
v:= (1,—1). Dann ist

[0]]c0 = max{[1],[-1[} =1

und
|[Av]|oo = max{|1 —2[,[1 +3[} =4 = |4 -



2. Bestimmen Sie sowohl eine Jordanzerlequng als auch eine Singuldrwert-
zerlequng der Matrix
-1 -1
@ 5)

Bestimmen Sie weiters eine Singuldrwertzerlegung der Matriz
2 -1
1 2)°

Als erstes betrachten wir die Jordanzerlegung der Matrix

A:<j j).

Das heifit, wir suchen eine Matrix J und eine invertierbare Matrix V,

sodass A = VJV 1. Dabei soll J entweder die Gestalt J = ()E)l /{))
2
A1

0 M\

Als erstes miissen wir also die Eigenwerte von A finden, die gleich den
Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A sind. Selbiges 148t sich
einfach berechnen: Es ist

oder J = ( ) haben.

XA(N) = det(\I — A) = det <A+1 1 )

1 A+1
=AM +1)2—1=2+22=A1+2).

Die Nullstellen sind offensichtlich gleich A\; = 0 und Ay = —2. Damit haben
wir zwei unterschiedliche FEigenvektoren. Die Matrix A ist also diagonali-

sierbar und es gilt
0 0
J = (0 —2) ’

Nun miissen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten von A finden, also
Vektoren v(1), v(2) mit

-1 -1 -1 -1
(1) _ (2) — _9,(2)
(_1 _1) v\ =0 und (_1 _1) v\ = -2\,

Ein Kandidat fiir den ersten Eigenvektor ist v(!) = (_}) , fir den zweiten

Eigenvektor bietet sich v(?) = G) an. Die Matrix V setzt man nun aus

den beiden Eigenvektoren zusammen, also

1 1
v_<_1 J.
Damit ist

(3 2)mamvw= (D6 R )



Nun bestimmen wir die Singuldrwertzerlegung von A. Dazu brauchen wir

unitdre Matrizen P und @ sowie eine Diagonalmatrix S mit nichtnegati-

ven, der Grofe nach geordneten Eintragen o1 > 09 > 0, sodass A = PSQ*.

Dabei sind o7 und o2 genau die Singulérwerte von A, also die positiven

Wurzeln Eigenwerte der Matrix A* A. Weiters sind die Spalten von @ die

normierten Eigenvektoren von A*A zu den entsprechenden Eigenwerten
2

a;.

In diesem Beispiel ist A eine selbstadjungierte Matrix und damit A*A =
A?. Die Eigenwerte von A? sind also die Quadrate der Eigenwerte von A,
die wir ja bereits berechnet haben. Die Singuldrwerte sind deren positi-
ve Wurzeln, also gerade die Absolutbetrige der Eigenwerte von A. Wir
haben also o1 = 2 und oo = 0. Die Eigenvektoren von A? sind ident
mit den Eigenvektoren von A — hier miissen wir allerdings beachten,
dass wir die Eigenwerte von A oben anders angeordnet haben. Es ist also

¢ =0® = (1) und §? = oM = (_11) Um die beiden Vektoren zu

normieren, miissen wir sie jeweils durch ihren (euklidischen!) Absolutbe-
trag dividieren. Damit erhalten wir

P50 -5 03 Y

Um die Matrix P zu bestimmen, verwenden wir, dass
A=PSQ* und damit PS = AQ,

weil @ invertierbar ist. Daraus folgt, dass die Spalten p() der Matrix P
die Gleichungen _ '
oip™ = Ag® (1)

erfiillen. Insbesondere ist also

1 1 /-1 -1\ 1 /1 1 /1
T (—1 —1> V3 (1> V3 <1> |
Fiir p® hilft die Relation (1) nicht weiter, weil ja oo = 0 ist. Da aber die

einzigen Bedingungen an P sind, dass gilt und P unitér ist, geniigt
es, irgendeinen normierten Vektor zu finden, der auf p(!) orthogonal steht,

etwa p?) = % (_1) Damit ist

(4 2)-amme-5 (DG DG )

Fiir die Singuldrwertzergung der Matrix

o2 )



gehen wir analog vor. Zunéchst berechnen wir

o 2 1\ (2 -1\ (5 O
po=(1 )00 =0 5)
Diese Matrix hat offensichtlich den doppelten Eigenwert 5, also ist

S_\/51_<*€5 %)

Als (orthogonale und normierte) Eigenvektoren kénnen wir beispielsweise
die beiden Standardbasisvektoren wihlen. Damit ist also

1 0

und aus der Gleichung PS = BQ erhalten wir, dass 5P = B, bezie-

hungsweise
1 /2 -1
r-5( )

Also haben wir die Zerlegung

2 1 . L /2 —1\/v5 0\[/1 0
(0 y)-rmre-Z 0 ) (0 )00
. Sei A € C"*" eine Matriz mit den Singuldrwerten o1 > 09 > ... > 0, >
0. Zeigen Sie, dass die Figenwerte der Matrix

— 0 A 2nX2n
M = (A* 0) eC

genau gleich o1, +0s,...,+0, sind.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass die Matriz M dhnlich der Matrix

v (2 9

ist, wobei S die Diagonalmatriz mit den Eintrigen o1,...,o0y, ist.

Sei A = PSQ* die Singularwertzerlegung der Matrix A. Definiere nun

P 0 .
V= (O Q). Dann ist

VY = Pt 0 P 0\ (PP 0 (I O
N0 Q* 0 Q) 0 Q*Q) \o 1)’
woraus folgt, dass V unitér ist, also V* = V1. Nun ist
" _(P* 0 0 A\ /P O
v = (5 o) (9 (o)

[ 0 PAQ\ (0 S
“\grap 0 )7 \s 0)-



Weil S eine Diagonalmatrix mit reellen (sogar nichtnegativen) Eintriigen
ist, gilt S = S*. Damit haben wir aber gezeigt, dass M und N &hnliche
Matrizen sind. Insbesondere sind also die Eigenwerte von M ident denen
von N.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Eigenwerte von N genau =+o;,
1 < ¢ < n, sind. Die einfachste Moglichkeit, dies zu zeigen, ist, die ent-
sprechenden Eigenvektoren zu finden. Dazu beobachten wir, dass

g1
aq o1by
0
On An, Onby,
by 0101
01
0
by, Onln

On

Insbesondere sehen wir also, dass der Vektor (e; + €;1,) mit 1 <i < n auf
oi(e;+eirn) und der Vektor (e;—e;1,) auf o;(—e;+ei4n) = —oi(€;—€itn)
abgebildet wird. Also ist fiir 1 <14 < n der Vektor e; + €;1,, Eigenvektor
zum Eigenwert o; und der Vektor e; — e;,, Eigenvektor zum Eigenwert
—0;.

Eine andere Moglichkeit ist, die Matrix

=)

zu betrachten. Dies ist eine unitére, selbstadjungierte Matrix; es gilt also
T—1 =T* =T. Weiters ist

R [ )

30 D6 9=

Die Eigenwerte der Matrix L sind offensichtlich genau die Diagonaleintrige
01,...,0p und —o71,...,—0,. Aulerdem ist L nach Konstruktion dhnlich
der Matrix M, woraus folgt, dass M genau dieselben Eigenwerte besitzt.

Gruppe 2 (1220-1245)

1. Bestimmen Sie sowohl eine Jordanzerlequng als auch eine Singuldrwert-
zerlegung der Matriz
-1 1
(1)

Bestimmen Sie weiters eine Singuldrwertzerlequng der Matrix

2 2 1).



Die Vorgangsweise fiir die Bestimmung der Jordan- und Singuldrwertzer-
legung der ersten Matrix ist gleich wie beim entsprechenden Beispiel der
ersten Gruppe. Fiir die zweite Matrix empfiehlt es sich allerdings, einen
etwas anderen Weg zu nehmen.

Betrachten wir also die Matrix
A= (2 2 1) .

Hier miissen wir P € R, S € R'¥3 und Q € R3*3 finden, sodass
P und @ unitér sind, S die Form S = (¢1,0,0) hat und die Gleichung
A = PSQ* gilt. Um den Singulidrwert von A zu bestimmen, berechnen wir
die Matrix AA* = (9) € R, Also besitzt A den Singulirwert o; = 3.
Die 1 x 1-Matrix P ist unitér, also kénnen wir entweder P = (1) oder P =
(—1) setzen. Der Einfachheit halber bietet sich P := (1) an. Schliefllich
miissen wir noch eine unitire Matrix Q € R3*3 finden, soda3 A = PSQ*,
beziehungsweise Q5* = A*P. Nun ist aber

3
QS* = (q(l) q®? q(3)) ol = 3q(1)
0
und
2 2
A*P= |2 (1): 2| =A4".
1 1

Also ist ¢/V) = A*/3. Den Rest der Matrix @ erhalten wir, indem wir
den Vektor ¢V zu einer Orthonormalbasis von R® ergéinzen. Moglich ist
beispielsweise

2 -1
1 . 1
¢? = 3 -1 und ¢® = 3 2
-2 -2
Damit erhalten wir

1 2 2 1
(2 2 1):A:PSQ*:(1) (3 0 0), 2 -1 =2
3\1 2 2

. Sei
1 -3
A (3 2) .

Bestimmen Sie ||Allx und ||A]lco. Finden Sie weiters Vektoren u, v €
R2 mit ||lully = 1 und ||Aull; = ||A||1, beziehungsweise ||v]|oo = 1 und
[Av][oo = [[Alloo-

Diese Aufgabe ist ganz analog zur Aufgabe 1 der ersten Gruppe. Als
Losung erhilt man

=5, u=x(]). =5, o==(3)



3. Sei ||| eine induzierte Matriznorm auf C**™. Zeigen Sie zundchst die
Gleichheit ||I|| = 1. Sei nun A € C"*™ mit ||A|| < 1. Zeigen Sie, dass
I — A invertierbar ist und die Abschdtzung

1
L[l 4]

I = A) 71l <

gilt.

Im folgenden nehmen wir an, dass die Norm ||-|| auf C**" durch |-| indu-
ziert ist, wobei |-| eine nicht niher spezifizierte Norm auf C™ bezeichnet.
Es gilt also

|Al| = max{|Az|: z € C", |z| <1} .

Weiters wissen wir, dass induzierte Normen vertréiglich sind, also die Ab-
schitzung

|Az| < ||A] |z] fiir A € C**™ und « € C" (2)

gilt.

Zunéchst beobachten wir, dass
1] = max{|[z|: 2 € C", |z| <1} = max{|z|: 2 € C", |z| <1} =1.

Verwenden wir nun die umgekehrte Dreiecksungleichung und , so sehen
wir, dass

(I = A)z| = [Ix| = [Az| > [z] = [|AllJz] = (1 = [|A]}) ||

fiir alle x € C™. Wegen (1 — ||A]|) > 0 folgt daraus, dass |(I — A)z| > 0
sofern |x| > 0. Weil |-| eine Norm auf C" ist, impliziert dies wiederum,

dass
[(I—A)z| >0 fiir alle z € C™ \ {0} .

In anderen Worten: die Abbildung (I — A): C™ — C™ ist injektiv. Wir
wissen aber, dass eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
Vektorrdumen gleicher Dimension genau dann injektiv ist, wenn sie bijek-
tiv ist. Also haben wir gezeigt, dass (I — A) eine invertierbare Abbildung
ist.

Um schliefllich die Abschiitzung fiir die Norm von (I — A)~! zu zeigen,
verwenden wir, dass

I = A7 =11 -4~
=T - A+ AT - A)7"|
=11 = AT = A) " + A - A7

= |17+ A(T - A)7Y (3)
< I+ 1A - 4)7Y
= 14 AT - A7

< 1+ AT = A7



Die letzte Ungleichung folgt dabei aus wegen

|BC|| = max{|BCz|:z € C", |z| <1}
< max{||B|[|Cz| : v € C", |z <1} = |IB|||C] .
Aus folgt nun, dass
A=A I = A~ <1,
was aufgrund der Annahme || A|| < 1 dquivalent zur gesuchten Abschétzung

ist.

Eine Alternative ist es, die Matrizen

k
Bk = Z Aj
j=0

zu betrachten. Zunéchst impliziert die Summationsformel fiir geometrische
Reihen, die anwendbar ist, weil [|A|| < 1, dass

Jlim ZHAH = 7||AH (4)

Insbesondere ist die Reihe By, = Zf:o A7 also absolut konvergent, woraus
folgt, dass der Limes B := limy_, o, By existiert. Nun gilt, dass

k
_ — _ ; J
(I—AB=(I A)klggo;A

=l Z A= Jim Z Ad?

k k
=1 J_ 1 J
LR DI
Jj= Jj=1
k
=I+1 Al — i Al
mﬂ;z .2

=1.

Analog zeigt man, dass B(I — A) = I. Also ist (I — A) invertierbar, und
es gilt (I — A)~! = B. Nun folgt aus der Stetigkeit der Norm, der Drei-
ecksungleichung, und den Abschéitzungen und , dass

k k
— — I = 1 J
11 = Jim 15l = Jin [32 47 = tm 320471

\ A

Jim Z||A||J = |A”



