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Kapitel 1

Rundefehler, Kondition und
Stabilitit

1.1 Rundefehler

Eine Fehlerquelle bei der Implementierung jedes numerischen Algorithmus
sind Daten - und Rundefehler.

Wihrend der Rundefehler in jeder einzelnen Elementaroperation (Ad-
dition, Multiplikation, Standardfunktionen, ...) in der Regel vernachléssigt
werden kann, kann es in einem Algorithmus zu einer Kumulation der Feh-
ler fithren, und sich problematisch auf das berechnete Ergebnis auswirken.
Man spricht von einem stabilen Algorithmus, wenn keine problematische
Fehlerverstarkung auftritt.

Zur genauen Untersuchung des Einflusses von Rundefehlern verwendet
man ein Modell, dass jeder Elementaroperation auf dem Rechner die néchst-
gelegene Maschinenzahl zuordnet:

a(lo)b = Rnd(aob) .

Hierbei ist o die mathematische Grundoperation und (lo) die entsprechen-
de Realisierung am Rechner. Die Operation Rnd(x) bezeichnet die Rundung
von x zur néachstgelegenen Maschinenzahl.

Wir treffen eine (idealisierte) Annahme, dass die Rundung den tatsich-
lichen Wert mit einer bestimmten relativen Genauigkeit bestimmt,

Rnd(z) = z(1 + €) mit |¢| < eps . (1.1)
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Hierbei ist eps die so genannte Maschinengenauigkeit, die wie folgt defi-
niert ist:

eps := inf{|z| : 1(!-)z # 1} .

Der genaue Wert ist dabei vom Rechner abhéngig. In der Regel ist eps eine
negative Potenz von 2, also 27%. Insgesamt ergibt sich daher eine Modell fiir
die Realisierung der Elementaroperationen am Rechner

a(lo)b =Rnd(aob) = (aob)(l +¢) mit |¢] < eps. (1.2)

Dieses Modell wird unrealistisch, wenn entweder das exakte oder das gerun-
dete Ergebnis 0 wird, wie wir an folgendem Beispiel demonstrieren.

Beispiel 1.1. Sei a = 5.5 und b = 5.5001. Angenommen, die Maschinenge-
nauigkeit ist eps= 0.01, dann gilt a(!—)b = 0 und somit kann (1.2), was in
diesem Fall lautet

0=a(l=)b=(aob)(1+e)=0.0001(1 +¢),

fiir kein ¢ gelten. In diesem Fall versagt also die getroffene Modellannahme
(1.1) und jede darauf basierende Stabilitdtsanalyse. Man spricht in diesem
Fall von einem underflow. Ein guter Compiler wird bei einem underflow
eine Warnung ausgeben.

Im Folgenden fithren wir den Begriff der Kondition eines Problems ein:
Sei F' eine reellwertigen Funktion von n reellen Variablen z; (zusammenge-
fasst in einem Vektor x € R™). Wir wollen die Auswertung der Funktion F'
an einem vorgegebenen Vektor x berechnen, d.h., wir wollen

y = F(x)

berechnen. Aufgrund von Datenfehlern oder fortgepflanzten Rundefehlern
wird nun die Auswertung der Funktion F' nicht an der Stelle z, sondern an
der Stelle £ = z + Az ausgewertet. Wie wirkt sich dieser Eingangsfehler auf
die Auswertung der Funktion F' aus?

Bezeichnen wir mit Ay := F(z + Az) — F(z) den Fehler im Ergebnis, so
gilt, falls F' € C'(R") ist nach dem Mittelwertsatz

Ay = F(xq + Azy, 9 + Az, ooy xy + Axy) — Fxy, 29, .0y 2p)
"\ OF




1.1. RUNDEFEHLER 7

wobei ¢ auf der Strecke zwischen x und x + Ax liegt. Ist die Ableitung
Lipschitz-stetig, dann gilt sogar

"\ OF
Ay = Az; +O(£?) 1.3
v=3 G+ 0) (13)
wobei £ := max;—1,_, |Az;| gesetzt wird.! Um sich die Analyse zu verein-
fachen, vernachlissigt man den O(e?)-Term und verwendet (Kups)iz1,. .n =

192 ()
Ublicherweise ist die relative Fehlerverstirkung von gréBerer Bedeutung

als die absolute Fehlerverstarkung. Ein Ma8 fiir die relative Fehlerverstarkung
ergibt sich aus (1.3) unter Vernachlissigung des O(£?) Terms wie folgt:

als ein Maf fiir die Verstarkung des Fehlers.

(1.4)

Definition 1.2. K, = ( OF (1)

ox;

)A heifit der Vektor der absoluten

IR

2 (7) 2

Konditionszahlen. Der Vektor K, = < o0 L) B

tor der relativen Konditionszahlen.

) heifit der Vek-
=1 n

=1l,...

Die Konditionszahlen beschreiben also die Verstdrkung der absoluten
bzw. relativen Eingangsdaten bei der Auswertung der Funktion F'. Ein Pro-
blem heifit schlecht konditioniert, wenn einer der beiden Maxima der Kon-
ditionsvektoren signifikant grofler als 1 ist. Ansonst nennt man das Problem
gut konditioniert.

Eine Verallgemeinerung auf mehrdimensionale Funktionen F' : R" — R™
ist leicht moglich, wenn man die einzelnen Komponenten der Funktion be-
trachtet.

Anhand von zwei Beispielen erlautern wir den Konditionsbegrift:
Beispiel 1.3. Addition: Sei F(x) = x1 + xa, & = [21, 22)". Dann gilt fiir die

relativen Konditionszahlen

(KCo)s = | 25 ()1

8xi T+ Xg

L i=1,2.

‘xi

F(x)

'Wir verwenden die Notation a. = O(g), wenn fiir ein &y > eine von e unabhingige
Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir alle € € (0,&¢) die Ungleichung |a.| < Ce gilt.
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Die relativen Konditionszahlen sind somit grof, wenn fiir 7 = 1 oder
i = 2 der Betrag von F(x) = x1 + x9 sehr viel kleiner als der Betrag
von x; ist. Dieses Phéanomen bezeichnet man als Ausloschung.

Beispielsweise ergibt sich fiir

2y = 1.000001, x5 =—1,
Az; =0.001, Az, =0,

Der absolute Fehler 0.001001 ist also fast gleich grofl wie die Fehler in
den Daten. Der relative Fehler (= 0.001001/0.000001) ist also um einen
Faktor 10° grofler.

Multiplikation: Wir betrachten die Multiplikation zweier Zahlen, F'(z) = ax.
Dabei sei a ein fester Parameter und z die einzige Eingangsgréfe: In
diesem Fall lautet die absolute Konditionszahl

Kaps = |F'(z)| = a .

Die absolute Kondition ist daher schlecht, wenn |a| sehr viel grofier
als 1 ist — in diesem Fall ergibt sich also eine starke absolute Fehler-
verstiarkung. Der relative Fehler bleibt allerdings gleich (K, = 1).

Betrachten wir nun die Implementierung eines Algorithmus !f als Rea-
lisierung einer reellen Funktion f. Im Verlauf des Algorithmus miissen auf
jeden Fall Rundefehler mit einer relativen Genauigkeit eps in Kauf genom-
men werden, d.h. |%| < eps. Man kann daher nicht erwarten, dass die
Genauigkeit des Ergebnisses besser ist, was nach (1.4) bedeutet, dass

@)~ F@)] [ 2
) AT

mit einer nicht zu groffen Konstanten Cy > 0.

Diese Form der Stabilitdtsanalyse nennt man Vorwértsanalyse und der
Algorithmus ! f heifit vorwérts stabil, wenn (1.5) erfiillt ist. Insbesondere
impliziert die Annahme (1.2), dass die Grundoperationen (lo) vorwérts stabil
sind. Die Definition (1.5) gilt natiirlich auch, falls die Funktion f mehrdimen-
sional ist.

Ax

xZ

* < Cy|Koaleps, (1.5)
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Die Riickwértsanalyse betrachten wir jetzt gleich fiir eine mehrdimenio-
nale Funktion, d.h., F' : R® — R. Wir verwenden dabei die Notation, dass
die Multiplikation und Division von Vektoren komponentenweise ist. Bei der
Riickwiartsanalyse interpretiert man die berechnete Ndherung als exakte
Losung eines Problems mit gestorten Eingangsdaten, also |F(x) = F(x+ Ax)
und untersucht die Grofle |Az|. Gibt es mehrere Urbilder  + Az, so nimmt
man traditionell eines mit betragskleinster Storung Az. Gilt dann

122 < oo

wobei |ly|| = /> i, y? die Euklidsche Norm ist, und Cg nicht zu grof ist,
so nennen wir den Algorithmus !F' riickwirts stabil. Gibt es kein Urbild
x + Ax, dann ist |F' nicht riickwérts stabil. Fiir einen riickwérts stabilen
Algorithmus ergibt sich nach (1.4) und (1.6) mit = x + Az

'F(z) = F(x)| _ |F(7) = F(z)]
|F ()] |F ()]

T —x

< H]CrelH

xXr
S ||]CrelHCReps .

Folglich ist jeder riickwérts stabile Algorithmus auch vorwérts stabil,
wenn man Cr = Cy setzt. Die Umkehrung ist jedoch nicht richtig.
In der Folge werden wir Abschéatzungen fiir den “relativen Fehler”

(1.6)

herleiten. Im Allgemeinen wird dieser Term als ein Mafl fiir die Fehler-
verstirkung von Algorithmen herangezogen und nicht H% ‘, da der Aus-

druck (1.6) leichter zu handhaben ist. Im Fall, dass || - || die Euklidnorm ist,
ist dieser Term stets kleiner als ||%H

1.2 Vektor und Matrixnormen

Wir betrachten sowohl reelle als auch komplexe Vektoren und Matrizen.
In den nachfolgenden Betrachtungen ist es zumeist unerheblich, ob die zu-
gehorigen Eintrége reell oder komplex sind. Fiir diesen Fall schreiben wir der
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Einfachheit K fiir den entsprechenden Zahlenkorper und meinen damit, dass
die entsprechenden Resultate in gleicher Weise in R und C gelten.

Entsprechend bezeichnet K" den Raum der n-dimensionalen Vektoren
iber K,

T
Tr = , ZL‘Z‘EK,

Tn
und K™*™ den Raum der m x n Matrizen iiber K,

ayp - Qip
A= : : . a;; € K.
Am1 - Amn

Ist € K", so unterscheiden wir zwischen

t 1xn * — = — 1xn,
' =[xy, 29, .,y € KV und z* = [Ty, T, ..., Ty) € K

bei z* sind die Eintrige konjugiert komplex. Fiir K = R stimmen z* und 2!
iiberein. A® und A* in K™*™ sind entsprechend definiert.

Im Raum K" greifen wir gelegentlich auf die kartesische Basis {eq, ..., e,}
zuriick, wobei e; = [d;;]7_, den Vektor bezeichnet, der in der i-ten Kompo-
nente eine Eins und ansonsten nur Nulleintrége enthélt.

_J L i=y,
b = { 0, i#j,
ist das Kronecker-Symbol.

Definition 1.4. Sei X = K" oder X = K™ ". Eine Abbildung ||-|| : X — R{
heifit Norm, wenn die drei Eigenschaften

1. ||z|]| > 0 fiir alle z € X\{0},
2. |laz|| = |af||z|| fir alle x € X und o € K,
3. [lz +yll < flefl + lyll fir alle 2,y € X

erfiillt sind.
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Jede Norm in X = K" oder X = K™*" induziert eine Metrik
d(z,y) = ||z — y|| fir alle z,y € X,

und damit einen Konvergenzbegriff: Die Folge {x;} C X ist konvergent mit
Grenzelement z € X genau dann, wenn d(zy, z) fiir £ — oo gegen Null kon-
vergiert. Die Wahl dieses Konvergenzbegriffes ist in X = K" oder X = K™*"
nicht von der Wahl der Norm abhéngig. Zum Beweis dieser Behauptung
verwenden wir das folgende fundamentale Resultat aus der linearen Algebra:

Satz 1.5. Alle Normen auf K" und K"™*™ sind dquivalent, d.h., fiir je zwei
Normen || - ||o und || - ||p auf X gibt es positive Konstanten ¢, C > 0 mit

cllzlla < llzllp < Cllx||a fir alle z € X.

Beweis. Siehe [4]. O

Korollar 1.6. Sei {z} eine Folge in X = K" oder X = K™ ™. Dann
existiert entweder ein x € X und xj, konvergiert gegen x fiir k — oo oder die
Folge ist nicht konvergent (in jeder beliebigen Norm).

Folgt aus Satz 1.5.

Beispiel 1.7. Die am héufigsten verwendeten Normen in X = K" sind die

1. Betragssummennorm: ||z|; := > | |z,

2. Euklidnorm: ||z||2 := /> i, |z:]> = Va*z,
3. Maximumnorm: ||z = max;—1,__, || .
Héufigste verwendete Normen in X = K"*" sind die

1. Spaltensummennorm: ||A||; := maxj<j<, > oo, |a; ;| : Maximum iiber
die Spalten der Summen der Betrige der Zeileneintrége.

2. Zeilensummennorm: || Ao 1= maxi<i<m Y, |ai ;| : Maximum iiber
die Zeilen der Summe der Betridge der Spalteneintrége.

3. Frobeniusnorm: ||Al/r := \/Z:il > iy laigl?

Der (quadratische) Vektorraum K"*" unterscheidet sich von den anderen
Raumen dadurch, dass noch Multiplikation AB fiir A, B € K™*" wohldefi-
niert ist.
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Definition 1.8. Eine Matrixnorm || - ||5; auf K™*™ heifit submultiplikativ,
falls

|AB|lar < [[Allml[ Bl fiir alle A, B € K™ .

Eine Matrixnorm || - || auf K™*™ heifit vertréglich mit der Vektornorm || - ||
auf K", falls

Azl < [|Allamsllz]| fiir alle A € K™ und alle z € K™ .
|

Beispiel 1.9. 1. ||A]] = maxi<; j<n|a;;| ist eine Matrixnorm auf K"*",
aber nicht submultiplikativ. Fiir

11, 202
A_[l 1}1%%1—{2 2}.
Aber es ist ||A?%]| =2 |A|P=1.

Die Frobeniusnorm ist mit der Euklidnorm vertrédglich: Dazu verwenden wir
zuerst die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und erhalten

n

2 n n n
il* =1 ayz;| <) layl* Y lzil* =) layl’|l=l; -
(Ax)i* = |
j=1 j=1 j=1 j=1
Daraus folgt:
m m n
oA <D Y lay Pllalls = AR Nl -
i=1 i=1 j=1
Definition und Satz 1.10. Sei || - || eine Vektornorm auf K™. Dann ist
[ Az]
[A] := sup Z—= = max || Az|
w20 [zl =1
eine Norm auf K™™ — die durch || - || induzierte Norm.

Die Normeigenschaften sind dabei leicht nachgerechnet.
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Beispiel 1.11. Sei A € K™ und x € K”. Dann gilt

||Az||; = (Spaltensummennorm)

=" l(Aw)]

23

n

E a,»jxj

i=1 | j=1
n n
<Y a|l]
i=1 j=1
n n
< Z |;] Z |aij|
j=1 i=1
n n
< Z |z;| max Z ||
Jj=1,...,n
j=1 i=1
= [zl [l Allx -

Also ist die Spaltensummennorm mit der Betragssummennorm vertraglich;

das bedeutet
| Az |4

[t
Wir wollen nun zeigen, dass ||Al|; die kleinstmogliche Schranke ist, so dass

fir alle z (1.7) gilt. Dazu werden wir ein 0 # = € K" suchen, so dass in (1.7)
Gleichheit gilt. Wir wahlen nun den Spaltenindex 7, fiir den

n
1Al = la|
=1

gilt und setzen fiir  den j-ten kartesischen Basisvektor e;. Dann gilt

[Ae;l
[A[lr = [|Aejlly = F—r
’ el
In &hnlicher Weise zeigt man, dass die Zeilensummennorm durch die Ma-
ximumnorm induziert wird.

< ||A||; fur alle x #0 . (1.7)

Lemma 1.12. Die durch || - || induzierte (Matriz—) Norm |||-||| ist submulti-
plikativ und ist mit der Ausgangsnorm vertraglich. Ist || - ||ar eine andere mit
|| - || vertragliche Norm, dann gilt |||A||| < ||Al|ar fir alle A € K™,
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Beweis. e Fiir B #£ 0 gilt

1AB]| = sup 14221
U e
~ sy (14211221
Ba#0 | Bz [z
< 1432l 1B
Bz #0 ||B$|| Bx#0 HxH
o 10l 1521
v20 ||yl a0 [z
YTER

Folglich ist die induzierte Norm submultiplikativ.

e Die Vertréglichkeit mit der Ausgangsnorm folgt unmittelbar aus der
Definition: Demnach ist ndmlich

1Al = sup 1421 1]

fiir jedes x # 0,

beziehungsweise | Az|| < ||| All| [|z||-

e Sei || - ||as eine andere mit || - || vertrégliche Norm. Nach Definition 1.10
gilt ||| Al]| = ||Az|| fiir ein gewisses x € K™ mit ||z|| = 1, und aus der
Vertréglichkeit der zweiten Matrixnorm folgt daher

AN = [ Az]l < |l arll]l = [[Allar -
O

Die vermutlich wichtigste Norm in K" ist die Euklidnorm. Wir werden
uns nun mit der durch die Euklidnorm induzierten Matrixnorm in K™*"
(muss nicht notwendigerweise eine quadratische Matrix sein) beschéftigen.
Diese induzierte Norm heifit Spektralnorm

|42 = max | Azl
= Az)*(A
[max /(Az)*(Az) (1.8)

= max Vz*A*Azx .

l[z]l2=1
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Die Spektralnorm ist nicht mit dem Spektralradius p(A) einer quadrati-
schen Matrix A € K™*" zu verwechseln: Ist 0(A) die Menge aller Eigenwerte
von A, dann ist der Spektralradius gegeben durch

p(A) :=max{|\| : A€ g(A)}, (1.9)

also dem betragsgrofitem Eigenwert der Matrix A. Zwischen Spektralradius
und Spektralnorm besteht folgender Zusammenhang:

Satz 1.13. Fir jede Matriz A € K™ ist || Alls = \/p(A*A).

Beweis. A*Aist hermitesch und positiv semidefinit?, denn z*(A*A)x = ||Az||3 >
0. Demnach existiert eine Orthonormalbasis {z1,...,x,} von K" aus Eigen-
vektoren von A*A3 mit zugehorigen Eigenwerten

A >N >- 2>, >0.

Jeder Vektor x € K™ mit ||z||s = 1 lasst sich in dieser Basis entwickeln, d.h.,
es existieren (; € K, i =1,---n,sodass v = Y ., ;z; und

n n
l=2a"z= ngf Z G
i=1 j=1
n
=) GG

ij=1

= Z E(j%

1,j=1

n
= Z |C¢|2 3
i=1

2Eine Matrix B € K™*" heifit hermitesch, falls B* = B. Sie heiit positiv semidefinit
falls || Bz||3 > 0 fiir alle z € K™.
3Wir wollen Eigenwerte immer so verstehen, dass die Euklidnorm auf 1 normiert ist
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T AT Axr = z": GrrA*A z": Gixj
i=1 j=1

= Y Grih

ij=1

= Z aCj)\jézj

ij=1

= Z |<i|2/\i
i=1
<\ Z G)?
i=1

=)\ .

Mit anderen Worten: Es gilt max,,—1 2*A* Az < A;. Es gilt aber auch fiir
r = T

{ETA*AJH = .I'T)\lfﬂl = )\1

und daher max,|,—1 z*A*Ar = A\ = p(A*A). Zusammen mit (1.8) folgt
daher die Behauptung. ]

Satz 1.13 erklart, warum die durch die Euklidnorm induzierte Matrixnorm
Spektralnorm genannt wird! Allerdings ist nicht das Spektrum von A ent-
scheidend, sondern das von A*A. Die Berechnung der Spektralnorm benotigt
den grofiten Eigenwert von A* A und ist deshalb viel aufwendiger als die Be-
rechnung der Zeilen- bzw. Spaltensummennorm. Fiir viele Anwendungen ist
aber eine Abschitzung des grofiten Eigenwertes von A*A ausreichend. Ein
solche Abschétzung beweisen wir nun.

Satz 1.14. Fir A € K™ gilt | Al < /[AL Al .

Beweis. Nach Satz 1.13 ist ||A||3 der grofite Eigenwert von A*A. Sei z; ein
zugehoriger Eigenvektor (mit ||z{||; = 1) und #; = z1/||z1||1. Insbesondere
gilt ||Z1][y = 1. Da die Spaltensummennorm durch die Betragssummennorm
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induziert in K™ und K" induziert wird, gilt

[z 3 = [|A" Ay ]|y
< [JA™ [l | A2 |y
< [[A% [ Al 2l
= [[A" [l (1Al -

Da ||A*|ly = || 4|l gilt, folgt die Behauptung. O

Eine wichtige Anwendung von Matrxinormen ergibt sich bei der Bestim-
mung der Kondition des Problems. Ein lineares Gleichungssystem zu lésen
sei A € K™*" nichtsingular und Ab ein Eingangsfehler, dann gilt

r=A""bund z+ Az = A" (b+ Ab) = Ao+ ATAb.
Also ist der Fehler in der Losung
Ar = A"TAb .
Sind die Matrixnorm || - |5y und die Vektornorm || - || vertréiglich, dann gilt

|Az| _ [IAT'Ab]

Izl ]

o 18] Azl

< A 1 H

A~ a5 T
JAb

< JA7 Al

(1.10)

Definition 1.15. Der Faktor
condy (A) = [[ A7 || Allas
wird als Kondition der Matrix A bzgl. der Matrixnorm || - |5 bezeichnet.

Aus der Abschétzung (1.10) sieht man, dass die Kondition einer Matrix A
eine skalare Operation ist (dhnlich zur relativen Konditionszahl einer skalaren
Operation). Die Abschétzung (1.10) ist scharf, in dem Sinn, dass man immer
einen Fehlervektor angeben kann, so dass in der Ungleichung Gleichheit gilt.
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Kapitel 2

Eliminiationsalgorithmen

Der grundlegende Baustein aller numerischen Algorithmen ist die Losung
linearer Gleichungssysteme. Es gibt eine grofie Anzahl von verschiedenen
Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme. Eine kleine Anzahl solcher
Verfahren wird in dieser Vorlesung behandelt.

2.1 Die LR-Zerlegung

Der wichtigste Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme ist der
Gau3-Algorithmus, welcher implizit eine Zerlegung einer Koeffizienten-
matrix A in zwei Dreiecksmatrizen bewirkt. Diese, sogenannte L R—Zerlegung
werden wir jetzt studieren.

Wir betrachten zunichst einen beliebigen Vektor z = [z1, ..., z,|" € K"
und nehmen an, dass x; # 0 ist. Mit e; bezeichnen wir den k-ten kartesischen
Einheitsvektor in K". Schlieflich sei

mit lk = [O, ...,O,lk+17k, ...,lmk]t € K™ mit ljk = l’j/l’k, j =k + 1, oy N Somit

19
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ist
1 0 0 T oay C 2y ]
0 : :
—lk+1,k 1 Tr41
: : . 0 :
| 0 - o 1| L@ I L0

Matrizen der Form L, konnen also benutzt werden, um die unteren n — k

Eintrage eines Spaltenvektors zu Null zu transformieren.
Sei A = Ay = [a;;];; eine n x n-Matrix und = = [a;]; € K™ die erste

Spalte von A;. Wenn a;; # 0 ist, dann gilt mit der Matrix L; = I — [ye]

1 0 O a1;p ai2 A1y
—ly 1 0 0 21  A22 Q2n,
LA =] —lm 0 1 0 asy Az a3y,
. 0
I, 0 0 1 Ani  Qp2 Unn
T - (2.2)
ajp  ai2 Q1n
0 ay) ay,)
— | 0 af) ey | =4,
0 ag a'?) i

Dies entspricht dem ersten Schritt im Gauf-Algorithmus. Wenn ag) # 0 ist,
wihlen wir in einem zweiten Schritt (k = 2) fiir = die zweite Spalte von As,

(2) (2)

also © = [a12,ayg , ..., a,9 | Mit der zugehorigen Matrix Ly = I — lpe} ergibt
sich dann entsprechend Az = Ly As, wobei:

1 o ... 0 | air Q2 13 a1y |
0 1 0 0 0 ay ay; Qb
3 2
A i R BT O S
42 0 0 ay ag,
- 0 Do f
| 0 =l 1] 0 0 a%) a2
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Geht man auf diese Art und Weise weiter fort (immer vorausgesetzt, dass das

Pivotelement a!” von Null verschieden ist), dann erhilt man nach (n — 1)

Transformationen schliefflich eine obere Dreiecksmatrix R := A,, und es gilt:
R=L, 1A, 1 =L, 1L, 5---LiA.

Mit anderen Worten: Es ist
A=LRmit L =L{'Lyt - LY. (2.3)

Die inversen Matrizen L; ' konnen explizit angegeben werden. Aus dem fol-
genden Resultat sieht man insbesondere, dass L tatsdchlich eine Dreiecksma-
trix ist.

Satz 2.1. Es ist L' = I + L} (man beachte Ly = I — lie}) und L =
I+hel+ -+ ey .

Beweis. Es gilt

0
¥ _ 0 B 0 1< 7
eilj - [07 707 1707 70] lj+1,j - { li,j 7 Z ] + 1 . (24)
L ln,j |

Daraus folgt zunéchst die erste Behauptung, denn
= (efl; = 0 wegen (2.4))
=1.
Die spezielle Form von L ergibt sich induktiv: Dazu nehmen wir an, dass fiir
ein 1 <k <n gilt
Lt Lt =T+ lej+ -+ e} .

Fir £ = 1 ist diese Gleichung wegen des ersten Teils des Lemmas, den wir
schon bewiesen haben, erfiillt. Aus L; |, = I + lj11€},, folgt dann

Ll—l .. Lk_:—|1-1 —_ ([+ llei + .+ lk@]t)([—i_ lk+1€2+1) 5
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und wegen (2.4) ergibt dies

k
L' 'Ll;-il-l =I+hej+ -+ e + ey + Z li€; 16541
i=1
=(eflpy1 =0firi=1,--- k)
I+het+- -+ ey + lpie -
Damit ist die Induktionsbehauptung auch fiir £ + 1 erfiillt. O]

Wird im Verlaufe des GauB-Algorithmus ein Pivotelement ag? Null, so
bricht der Algorithmus zusammen. Sind hingegen alle Pivotelemente fiir i =
1,---,n von Null verschieden, dann haben wir insgesamt folgendes Resultat
bewiesen:

Satz 2.2. Fulls kein Pivotelement Null wird, bestimmt der Gauf$-Algorithmus
eine LR-Zerlegung.

1 [ a1 a2 a3z - ai,
by 1 ay) asyy - al)
A=LR=| Is1 I3 1 a%) o agj’l)
.. . . 0 : :
L lnl ln2 e ln,n—l 1 1 L aggz) |

m eine linke untere und eine rechie obere Dreiecksmatriz.

Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen kénnen unmittelbar durch Vorwérts-
bzw. Riickwértssubstitution geldst werden. Somit ermoglicht die L R-Zerlegung
in einfacher Weise die Losung eines linearen Gleichungssytems Az = b.

Algorithmus 2.3. 1. Zerlege A = LR mit dem GauB-Algorithmus
2. Lose Ax = LRx = b in zwei Schritten wie folgt:

e Lose Ly = b durch Vorwértssubstitution

e Lose Rx =y durch Riickwértssubstitution

Da Ax = L(Rx) = v ist x die gesuchte Losung des Gleichungssystems
Az =b.
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Im Folgenden berechnen wir den Aufwand der LR-Zerlegung. Aus (2.2)
erkennt man, dass eine Matrix-Matrix-Multiplikation Ag,; = LpA; genau
(n — k)? Multiplikationen kostet. Dazu kommen noch (n — k) Division um
den k-ten Spaltenvektor [ ([a%)] / a,(;?) zu bestimmen. Insgesamt ergibt sich
also ein Gesamtaufwand in der L R-Zerlegung von

i
L
L

n—

(n—1)n2n—1) N n(n —1)

mn—k+1)(n—k)= 5 5

1

(J+1)j=

(]

e
Il

1

n? + O(n?)

W = =

Multiplikationen und Divisionen.

Der Aufwand zur Berechnung der eigentlichen Losung ist gegeniiber dem
Aufwand der Berechnung der L R-Zerlegung vernachléssigbar: Dazu ist zunéchst
fiir jeden Eintrag von L, der von Null und Eins verschieden ist, eine Mul-
tiplikation erforderlich. Die gleiche Anzahl von Multiplikationen werden bei
der Riickwértssubstitution mit R gebraucht, zuziiglich n Divisionen durch
die Diagonalelemente. Insgesamt ergibt sich also ein Aufwand von Multipli-
kationen und Divisionen von

—1)? —1)2
u(VOl"WétrtSSllbStitutiOIl) + % + n(Riickwirtssubstitution)

=n’+n-—1

Multiplikationen bzw. Divisionen.

Der Aufwand der Additionen und Subtraktionen ist im Regelfall von der
Rechenzeit her vernachléssigbar, und wird deshalb in den Aufwandsberech-
nungen im allgemeinen auch vernachléssigt.

Beispiel 2.4. Wir demonstrieren die Funktionsweise der LR-Zerlegung an-
hand eines einfachen Beispiels:
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1 47
A = 258]
3 6 10
1 0011 4 7
= (k=112 10 0 -3 —6
301 0 —6 —11
1001 [1 4 7
=(“k=2"12 10 0 -3 —6
3 21 0 0 1
—LR. i S

Ist b =[1,1,1]" die rechte Seite des linearen Gleichungssystems, dann ergibt
sich zunéchst y aus Ly = b,

1 00 Y1 1 1
210 o | =111 ,asoy=1| -1/,
3 21 Y3 1 0

und dann ist schliefSlich x eine Losung von Rz = y:

1 4 7 1 1 ~1/3
0 -3 —6 o | = | =1 |, alsox = 1/3
0 0 1 T3 0 0

Leider sind die Voraussetzungen des Satzes 2.2 nicht immer erfiillt. Bei
einer singuldren Matrix A € K"*" gilt

0 = det A= (det L)(det R) = 1] al}

i)
=1

und die rechte Seite wére von Null verschieden, wenn alle Pivotelemente
ungleich Null sind. Es gibt aber auch nichtsingulére Matrizen, die keine L R-
Faktorisierung besitzen:

Beispiel 2.5.

A 01 y 1 0 TnoTiz | _ | i 12
10 log 1 0 7o loari lormia + 7o
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Durch Vergleich der Matrix A mit der Matrix auf der rechten Seite der Unglei-
chungskette ergibt sich zwangsldufig, dass r1; = 0, was im Widerspruch zur
Bedingung l5;71; = 1 steht. In diesem Beispiel bricht der Gauf3-Algorithmus
sofort zusammen, da das erste Pivotelement a;; Null ist.

Selbst wenn eine L R-Zerlegung existiert, konnen numerische Instabilitéiten
im Verlauf der Gau-Elimination auftreten, wenn ein Pivotelement betragsmafliig
sehr klein wird.

Beispiel 2.6. Wir betrachten das lineare 2 x 2 Gleichungssystem Az = b mit

0.001 -1 —4
A—[ 12}undb—{6}.

Die Matrix A ist gut konditioniert: Mit einer expliziten Formel fiir die Inverse

von A ergibt sich
e { 1.996... 0.998... }

—0.998... 0.001...

und somit ist conda, = || A||so||A7 oo ~ 3%3 = 9 (also die Kondition bzgl. der
Zeilensummennorm). Das bedeutet, dass wir geméf (1.10) bei der Losung des
Gleichungssystems mit einer Verneunfachung des relativen Fehlers in der Ma-
ximumsnorm rechnen miissen. Fiir das obige Beispiel ergibt sich eine Losung

oy [ —1.99...
r=4A b_{ 3.998... ]

Nehmen wir an, wir hétten einen Rechner mit einer Maschinengenauigkeit
eps = 0.005. Dann ergibt der Gaufl-Algorithmus zunéchst die exakte LR-
Zerlegung von A,

10 0.001 —1 0.001 —1
l = ! =
L7 {tnA {—1000 1]('*)[ 12 } { 0 1000} '

Beachte rqp = 1000(!4)2 ist gerundet.
Bei der Vorwértssubstitution ergeben sich wieder Rundungsfehler.

y1 = —4, yo = 6(!=)(1000(!%)y;) = 6(!4)4000 = 4010 .
Dies fithrt dann zu folgender “Losung” von x = Ry

5 = 4010(1/)1000 = 4.01 und 2; = 1000(!%)(—4(1+)a2) = 10 .
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Der relative Fehler in der Losung ist circa 12/4 = 3 und der relative Fehler in
den Daten ist 0.005/6 = 0.0008333.... Also ist die relative Fehlerverstérkung
um einen Faktor 3600, was nicht von der gleichen Gréfenordnung ist, wie sie
durch die Kondition vorhergesagt ist. Also ist der Algorithmus nicht stabil.

Der Grund der Instabilitat liegt in der Verwendung des kleinen Pivotele-
ment durch das im Algorithmus durchdividiert werden muss.

Zur Stabilisierung der GauB-Elimination bietet sich an, in jedem Elimi-
nierungsschritt die i-te Zeile mit einer anderen Zeile zu vertauschen, um ein
moglichst grofles Pivotelement zu erhalten.

Beispiel 2.7. Wendet man diese Technik an, dann ergibt sich bei gleicher
Rechengenauigkeit

H 2—1]:{—0.00} (1)}(!*)[0.00} 2—1}

und anschliefender Vorwérts- und Riickwértssubstitution (man beachte, dass
natiirlich auch die Komponenten der rechten Seite [by, by]" vertauscht werden
miissen )

Y1 = 6, Yo = —4('—)0006 = —4.01 s

und
2o =4.01, x; =6(1-)8.02=—2.02.

Die Genauigkeit ist nun von der GroBlenordnung des zu erwartenden Fehlers.

Das Attribut “grofy” fiir ein Pivotelement ist relativ zu verstehen. Mul-
tipliziert man bei der Matrix des obigen Beispiels A die oberste Zeile mit
einem Faktor 10000, dann wiirden man mit dem gleichem Argument, wie im
letzten Beispiel auf die Vertauschung verzichten. Das wére aber ein Fehler,
denn die Multiplikation der Pivotzeile éndert nichts an den Summanden im
Eliminationsschritt.

Bewihrt hat sich die Spaltenpivotsuche (partial pivoting), bei der im
i-ten Teilschritt das Element ag)z (i < k < n) als Pivot-Element gewahlt wird,
das relativ zur Betragsummennorm der jeweiligen Zeile am betragsgréfiten

ist, d.h., fiir das
ai;

S lai]

beziiglich £ maximal wird.
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Mit Spaltenpivotsuche wird die Matrixformulierung des Gau-Algorithmus
schwieriger. Werden vor dem i-ten Eliminationsschritt beispielsweise die i-te
und die j-te Zeile vertauscht, dann kann dies auch mit einer zugehorigen
Permutationsmatrix

1

beschrieben werden. In der obigen Matrix grenzen die eingezogenen Teile
den Bereich zwischen i-ter und j-ter Zeile bzw. Spalte ab. Es gelten folgende
Rechenregeln:

e Multiplikation einer Matrix A mit P, von links (also P;A) entspricht
einer Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile von A;

e Multiplikation einer Matrix A mit P; von rechts entspricht einer Ver-
tauschung der i-ten und j-ten Spalte von A.

o P2=1.

(2

Werden also vor dem i-ten Eliminationsschritt die i-te und j-te Zeile von A
vertauscht, dann bedeutet das, dass in dem Eliminationsschritt die Elimina-
tionsmatrix L; von links an P;A; heranmultipliziert wird, also

Lemma 2.8. Sei k < i, P; wie in (2.5) und Ly, = I — lye;, (wie in (2.1)).

Dann ist P;L;, = f/kf’i, wobei Ly, bis auf eine Vertauschung von Ly, und L
wieder die Form (2.1) hat.
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Beweis. Aus P? = I folgt
P,Ly, = P,.LyP? = (P,Ly.P;) P;

Es bleibt zu zeigen, dass ik := P, L, P, die behauptete Gestalt hat. Aufgrund
der oben angefiihrten Rechenregeln mit P; folgt weiter:

Ly = (PiLy)P;

[]

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir folgendes Resultat iiber den Gauf-
Algorithmus mit Spaltenpivotsuche beweisen:
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Satz 2.9. Ist A nichtsinguldr, dann definiert der Gaufs-Algorithmus mit Spal-
tenpivotsuche eine Zerlequng der Matriz PA = LR, wobei R = A,, eine rechte
obere Dreiecksmatriz ist, fir die gilt A;.1 = L;P;A;, und P; eine Permuati-
onsmatriz ist. Die linke untere Dreiecksmatrix ergibt sich durch Vertauschen
geeigneter Elemente in den Spalten der Matriz L aus Lemma 2.1.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass der Gauf-Eliminiationsalgorithmus
mit Spaltenpivotsuche nicht zusammenbricht. Dann ergibt sich aus (2.6)
(Aix1 = L;P;A;) durch sukzessives Anwenden von Lemma 2.8:

R = An = Ln—lpn—lAn—l - Ln—IPn—an—2Pn—2Ln—3Pn—3 A
= Ln—lzn—QPn—lpn—QLn—f%Pn—S A
= Lnflznf2f/nf3pnflpn72pn73 AL

Hierbei bezeichnet L,,_5 die Matrix, die sich geméf Lemma 2.8 aus L,,_3 nach
dem Vertauschen mit P, s und P,_, ergibt. Bezeichne auch L, | = L,_1,
dann ergibt sich durch Auflésen der Rekursion

R=1L, - IP, 1 -PA=1L, - L,PA.

Die Matrix L aus der Formulierung des Satzes ist somit wie in Lemma 2.1
iitber den GauB-Algorithmus ohne Pivotsuche das Produkt der Inversen von
L, bis En_l, d.h., auch die Elemente von L unterscheiden sich von den Ele-
menten von L aus Lemma 2.1 lediglich durch Permutationen.

Zu klaren bleibt schlieBllich noch, dass der Gaufl-Algorithmus mit Spal-
tenpivotsuche nicht abbricht, also dass alle Pivotelemente nach der i-ten
Spaltenpivotsuche von Null verschieden sind. Ware etwa das Pivotelement
nach dem i-ten Teilschritt tatsichlich Null, dann sind zwangsldufig wegen
der Auswahlregel alle Elemente ag-f,?, j > 1, gleich Null, d.h.,

a/171 o e al,l P PR a/17n
A= 0 aiit1 -+ g
L 0 Qpi+1 - Apn |

Die Determinante des rechten unteren quadratischen Blocks ist demnach Null
und daher ist auch die Determinante von A; Null. Durch den Produktsatz
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fiir Determinanten folgt daraus aber

0 = det (Az) = det (Liflpifl s LlplA)

n

- (H det (L) J ] det (P») det (4) .

Da die Determinante einer unteren Dreiecksmatrix das Produkt der Dia-
gonaleintréige ist, ist det (L;) = 1. Die Permutationsmatrizen P; erfiillen
det (P;) = £1. Somit folgt aus obiger Gleichung, dass A singulér ist. Was im
Widerspruch zu unserer Annahme steht. O

Fiir eine spezielle Klasse von Matrizen kann auf die Spaltenpivotsuche
verzichtet werden, da ohnehin niemals Zeilen vertauscht werden. Eine solche
Klasse ist die Klasse der strikt diagonalen Matrizen.

Definition 2.10. Eine Matrix A heifit strikt diagonaldominant, falls
lai| > Z la;;| firallei =1,--- ,n.
J#i
Satz 2.11. Ist A strikt diagonaldominant, dann wdhlt die Pivotsuche in je-

dem Eliminiationsschritt das Diagonalelement al; als Pivotelement aus. Ins-
besondere existiert also eine LR-Zerlequng von A und A ist nicht singuldr.

Beweis. Betrachten wir zunéchst die Auswahl des ersten Pivotelements. Da
A strikt diagonaldominant ist, ist

n
D argl =" largl + lara] < 2Jara].
j=1

J#1

Das bedeutet, dass
1 |ar,]

=< = (2.7)
2 Zj:l |ay]
Analog sieht man, dass fiir 7 # 1
20ai1] < lasa| +lais] <Y lail. (2.8)

j=1

Vergleicht man (2.7) und (2.8), so erkennt man, dass das (1, 1)-Element als
Pivotelement ausgewéhlt wird.
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Der Beweis lauft nun induktiv durch, wenn wir zeigen konnen, dass die
rechte untere (n — 1)?-Untermatrix von A, wieder strikt diagonaldominant
ist. Dazu schreiben wir den ersten Eliminationsschritt in der Blockform

ail v 1 ‘ 0 an ‘ v
1

ail

Die rechte Matrix ist As; der untere Block von As ist also gegeben durch
B — iabt, sodass das (1, j)-te Element von A, fiir 2 < 4, j < n die folgende
Form hat:

2 Y

Q;; = Qi )

2<i,j<n.

Die Untermatrix von Aj ist demnach genau dann strikt diagonaldominant,

wenn
a;1a =
3,101 .
- , 1=2,---n. (2.9)

Q5

n

a; 101 ; o
Z g Z;LI | < Z |ai ;| + al’l Z lay;l
J=2,j#i 1,1 Pyl i
n
a — a1
< Z |ai)j + |a’i,1||171||a%
J=2,j#i 1,1
a; 101 ;
<aiz| = las1| + |ai| — M
|a1,1
= i ay ]
= ’ai,i _—
’al,l‘
<lai; — G105
a1

Somit ist A, ebenfalls strikt diagonaldominant.
Nach Satz 2.2 liefert der Gau-Algorithmus eine Faktorisierung A = LR
mit nichtsinguldren Matrizen L und R und damit ist auch A nicht singulér.
O
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Mit der Spaltenpivotsuche arbeitet der GauB-Algorithmus in der Praxis
sehr zuverldssig, obwohl immer noch Beispiele konstruiert werden kénnen,
bei denen selbst diese Pivotwahl versagt. In solchen Ausnahmeféllen kann
man statt dessen eine andere Pivotstrategie verfolgen, die so genannte To-
talpivotsuche (total pivoting). Dabei wéhlt man vor dem i-ten Eliminia-
tionsschritt aus dem gesamten rechten unteren Matrixblock (also aus den
Indizes (j, k) mit i < j,k < n) das Element a% als Pivot-Element aus, das
betragsméBig am groB3ten ist (kein relatives Kriterium). Das entsprechende
Element (etwa a%) wird an die (i,4)-te Position gebracht, indem wie zuvor
die Zeilen j und ¢ und zusétzlich noch die Spalten k£ und ¢ vertauscht werden.
Letzteres wird formal dadurch beschrieben, dass A mit einer Permutations-
matrix (); von rechts multipliziert wird (@Q); sieht wie die Permutationsmatrix
in (2.5) aus, wobei k die Rolle von j iibernimmt). Entsprechend zu (2.6),

ergibt dies die Matrixtransformation
Aiy1 = LiPAQ;

und man erhélt schliellich die LR-Zerlegung der Matrix PAQ mit Q) =
Q1 Qn-1.

Wird die Totalpivotsuche verwendet, dann entsprechen Spaltenvertau-
schungen Permutationen der Losung x. Der Ergebnisvektor ist also nicht in
der richtigen Reihenfolge.

Die Totalpivotsuche wird in der Praxis nur sehr selten eingesetzt, da die
Suche nach dem betragsgrofiten Element im i-ten Schritt einen Aufwand
O(i?) entspricht. Der Gesamtaufwand der totalen Pivotsuche ist also ge-
geniiber der eigentlichen Rechnung nicht mehr vernachléssigbar.

Hat man mit der LR-Zerlegung von A erst einmal eine Néherung x der
Losung 2 berechnet, dann gibt es eine relativ billige Moglichkeit die Naherung
zu verbessern:

Algorithmus 2.12. (Nachiteration)
e Berechne das Residuum r = b — Az doppelt genau

e Lose Lz = r mit der LR-Zerlegung: Ly = r; Rr = y. Da die LR
Zerlegung schon bekannt ist, ist dieser Schritt von vernachléssighbarem
Rechenaufwand.

e FErsetze x durch z + z.
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Jede Nachiteration ist relativ billig, da die Vorwérts —, bzw. Riickwérts-
substitution mit nur n? Multiplikationen auskommt. Im Gegensatz zur LR-
Zerlegung die O(n?) Operationen benotigt.

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse iiber den Gauf-Algorithmus in einer
Tabelle zusammen

Verfahren | Aufwand
ohne Pivotierung | in? + O(n?)
mit Spaltenpivotierung gn?’ + O(n?)
mit Totalpivotierung | zn® + 031, %)

2.2 Die Cholesky-Zerlegung

Wir betrachten zunéchst eine “Blockversion” der LR-Zerlegung. Dazu parti-
tionieren wir eine gegebene Matrix A € K™*" in die Form

A= |: All A12

mit nichtsingularem A;; € KP*? .
Ay Ag

Dabei ist A1, € KPP A, € KOP)*P ynd Ayy € KM=P)X(=P) Bei der
Block-LR-Zerlegung von A gehen wir analog zum vorigen Abschnitt vor und
faktorisieren

A= A A | I 0 Ay A
o A21 A22 B A21A1_11 1 0 S

mit
S - A22 - A21A1_11A12 . (210)

Definition 2.13. Die (n — p) x (n — p)-Matrix S aus (2.10) heifit Schur-
komplement von A bzgl. Aj;.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b kann durch (Block)—
Vorwiérts— und Riickwértssubstitution erfolgen: Dazu werden die Vektoren x
und b € K" in ihren ersten p Komponenten z1,b; € KP und die restlichen
Komponenten s, po € K" P zerlegt, d.h. wir betrachten das System

{ Ay A1_1]1 ? } { z; } = { Z; } (Vorwértssubstitution)

A Ap | | ) ) o
{ 0 S ] [ Ty ] = {yg ] (Riickwirtssubstitution)) .



34 KAPITEL 2. ELIMINIATIONSALGORITHMEN
Die Vorwértssubstitution ergibt also Hilfsvektoren

Z/l = bl )
Yo = by — A A'by

aus denen dann durch anschlieBende Riicksubstitution das Ergebnis berech-
net wird:

Ty = S lyy = STHby — As1 ALl hy),

x1 = A (by — Aps) .

Letzteres ist allerdings nur moglich, wenn S nichtsingulér ist.

Lemma 2.14. A sei hermitesch und positiv definit. Dann ist fiir jedes 1 <
p < n die Submatrix Ay hermitesch und sowohl A1y wie S sind hermitesch
und positiv definit.

Beweis. Wegen

Ay App Ax, Al
A= A — 11 A2
{ Ay Ap } { Aly A5 }

ergibt sich
All = ATI y A22 = A;Q und A12 = A;l .

Folglich ist A;; hermitesch und fiir einen beliebigen Vektor z € K? gilt

z " x| | T Apx .
o< [§] a5 )= [3] [air] =

wobei Gleichheit wegen der positiven Definitheit von A nur dann gelten kann,
wenn z = 0. Also ist A;; ebenfalls positiv definit und A} existiert. S ist
somit wohldefiniert mit

S* =A% — ALAT A} = A — AnAjAn = 5.

Schlieflich definieren wir fiir einen beliebigen Vektor y € K" P den zu-



2.2. DIE CHOLESKY-ZERLEGUNG 35

gehorigen Vektor z = — A7 Ajpy € K? und erhalten

(sl

L Y ] Yy
:_93_*_14115154—/112?/]

Ly | | Anz + Ay
| 1 [ —Apy + Ay
Ly _—A21A111A12y+z4229}
__x_*_ 0
Ly _Sy}
=y Sy,

wobei wiederum Gleichheit nur fiir y = 0 gelten kann. Damit ist S auch
positiv definit. O

Beim GauB-Algorithmus wird die Matrix A in das Produkt A = LR
einer linken unteren und einer rechten oberen Dreiecksmatrix zerlegt. Von
besonderem Interesse ist der Fall R = L*.

Definition 2.15. Eine Zerlegung A = LL* mit unterer Dreiecksmatrix L
mit positiven Diagonaleintrigen heifit Cholesky-Zerlegung von A. !

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Cholesky-Zerlegung
gibt das folgende Resultat.

Proposition 2.16. Hat A eine Cholesky-Zerlegung, dann ist A hermitesch
und positiv definit.

Beweis. Aus A = LL* folgt unmittelbar
A" =(L")'L*=LL" = A;
Also ist A hermitesch. Ferner gilt
v*Axr = 2*LL*x = (L*x)*L*z = |[L*z]|5 >0, z€K".

Dabei gilt Gleichheit genau fiir x = 0, da L positive Diagonaleintrége hat und
somit nicht singulér ist - dies folgt aus der Tatsache, dass die Determinante
einer Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonalelemente ist. Folglich ist A
positiv definit. [

!Die Cholesky-Zerlegung soll eindeutig sein, was unter der Voraussetzung positiver
Diagonaleintrige garantiert werden kann.
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Tatséchlich ist diese Bedingung an A auch hinreichend.

Satz 2.17. Ist A hermitesch und positiv definit, dann existiert eine Cholesky-
Zerlegung von A.

Beweis. Der Beweis wird induktiv iiber die Dimension der Matrix gefiihrt,
wobei fiir n = 1 die “Matrix” nur aus dem Element ay; besteht, das positiv
sein muss, da die Matrix A = a1 positiv definit ist. Also kann man fiir n = 1
einfach L = [{/a11] setzen.

Sei nun die Behauptung fiir alle Matrizen der Dimension n — 1 korrekt
und A eine beliebige n x n Matrix. Dann partitionieren wir

A21 A22

Nach Lemma 2.14 ist aq; positiv und das Schurkomplement S = Ay —
Ag1Aip/ay € K®=Dx(=1) yon A bzgl. aq; ist hermitesch und positiv de-
finit; daher existiert Iy, := y/a;; > 0 und aufgrund der Induktionsannahme
hat S eine Cholesky-Zerlegung S = LgL%. Wir setzen

i O * ln Awe/ln }
L = L* =
{ An/lu Ls } 7 { 0 Ly ’

A= { s } mit Ags € KM=Dx(=1) ynd Ag = Ay

und dann folgt

LI — { i O ] [111 Ara/ln ] _ { 13 A12}
Ao /lin Lg 0 L% Ay B '

mit

1 1

b= ZTA21A12 + LsLg = —A A+ 5= Ay

11 ail

Also ist P
a1 12
LL* = —A
[ Ay Ay }

eine Cholesky-Zerlegung von A. =

Die Berechnung der Eintrdge von L erfolgt sukzessive durch zeilenweise
Koeffizientenvergleich bei dem Produkt A = LL*,

air a2 o Qip l -0 i lon 0 la

Qo1 G2 1 Qop | _ lor Iy - loo i po

Gp1  Ap2 : QAnp lnl ln2 lnn 0 lnn
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Auf diese Weise ergeben sich die Eintrdge von L in der folgenden Weise:

ay = |l11|2 I = Va1

o1 = lglm 121 = G21/H

agy = [Iz]* 4 |I22]? lay = \/ag — |la1|?
— = _

az; = l31l1_1 L l31 - a?)l/lll __

a3 = l31121 + l32l22 l32 = (CL32 - l31l21>/l22

ass = |ls1|* + [ls2* + |l33]? lss = \V/ass — [l31] + |l32[?

Die Losbarkeit dieser (nichtlinearen) Gleichungen ist durch den Existenzbe-
weis (Satz 2.17) gewéhrleistet, d.h. alle Quadratwurzeln existieren und die
resultierenden Diagonalelemente [; von L sind ungleich Null. Aus dem Al-
gorithmus lédsst sich nun sofort folgendes Resultat ableiten

Korollar 2.18. Die Cholesky-Zerlequng einer hermiteschen positiv definiten
Matriz A ist eindeutig bestimmd.

Wie man aus dem Algorithmus sofort sieht, ist der Aufwand zur Berech-
nung von /;; (mit ¢ > j) maximal j Multiplikationen, Divisionen und Wurzeln
(der Aufwand zur Berechnung der Additionen wird wieder vernachléssigt).
Demnach ergibt sich ein Gesamtaufwand bei der Berechnung der Cholesky-
Zerlegung von

& nn+1)? nhn+1)2n+1) 1 ,

Dt l-j)j= = - : = =0’ +0(n?).

J=1

Die Cholesky-Zerlegung kann genauso eingesetzt werden, wie die L R-Zerlegung.
Sie hat den Vorteil, dass sie etwa nur halb so viel kostet. Dariiberhinaus ist
ein entscheidender Vorteil der Cholesky-Zerlegung, dass LL* immer hermi-
tesch und positiv definit ist, selbst wenn L aufgrund von Rundefehlern nur
eine Ndherung an den exakten Cholesky-Faktor sein sollte. Wird hingegen
eine L R-Faktorisierung der hermiteschen, positiv definiten Matrix A berech-
net, dann ist wegen der Rundefehler nicht gewéhrleistet, dass das Produkt
LR hermitesch und positiv definit ist.
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2.3 Die QQR-Zerlegung

Bisher haben wir uns nur mit der Zerlegung von quadratischen Matrizen
beschéftigt. Es gibt aber viele Anwendungen - auf die wir spéter noch zuriickkommen
werden — die eine Zerlegung von rechteckigen Matrizen erfordern. Ein solcher
Algorithmus ist die () R-Zerlegung, mit dem wir uns im folgenden beschéftigen
werden. Dazu brauchen wir einige Hilfsmittel.

Definition 2.19. Sei v € K"\{0}: Dann heifit die Matrix

2
P=1-— TUU* € KTXT
v
Householder-Transformation.
Lemma 2.20. Die Householder-Transformation P ist eine hermitesche, unitdre

Matriz mat
Pv = —v und Pw = w fiir alle w € [v]* .

Beweis. Aus der Definition von P folgt

2 2 = .
-Pij = 15” — EUZ”U]‘ = 151] — E’U]‘Ui = F)]z = P .
Also ist P hermitesch. Aulerdem ist P unitér, denn

4 4 4
PP=P =] —uo' + —

4
—ov' + —wvt =1
v*v v*v
Schlieflich ergibt sich fiir den Vektor v aus der Definition von P und fiir
beliebiges wlv (d.h. v*w = 0)

2
Pv=1Iv——v(vv)=v—-2v=—v,
v

2
Pw=Tw——vvw) =w—-0=w.
vt

]

Abbildung 2.1 illustriert Lemma 2.20, nach der eine Housholdertransfor-
mation eine Abbildungsmatrix einer geometrischen Spiegelung ist.
Insbesondere lassen diese Spiegelungen die Euklidnorm invariant, denn es
gilt
|Px|3 = (Px)*Pr = 2*P*Px = a*x = ||z|5 . (2.11)
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Pv v

Abbildung 2.1: Householder-Transformationen sind Spiegelungen

Wir verwenden nun Householder-Transformationen, um — &hnlich zu den
Gauf-Eliminiationsmatrizen Lj — eine (nicht notwendigerweise quadratische
Matrix) auf “obere Dreiecksform” zu transformieren. Wie das bei einer recht-
eckigen Matrix zu verstehen ist, wird gleich klar werden.

Wir konstruieren zunéchst eine Householder-Matrix P, die einen beliebi-
gen Vektor x € K"\{0} auf ein Vielfaches von e; € K" transformiert, vgl.
Abbildung 2.2. Das heift, wir wollen einen Vektor v € K"\{0} finden, sodass
gilt

2 .
Pr =1z — —v(v'z) = (ey mit |(] = ||z
v*U

Fiir den Fall, dass  und e; linear abhéngig sind, kann man einfach v =0

und P = I wihlen. Andernfalls muss v*z # 0 und wir setzen

_ !
q

Bezeichnet x; die erste Komponente von x, dann ergibt dieser Ansatz

v (x 4+ aey) .

2

o) oY oY
vr =1+ —=ziund v'o=1+2—x; + — .
Iq I
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(eq

Abbildung 2.2: Spiegelung von z auf e;

Daraus folgt
2¢% + 201y 20C? + 2amy
2+ 2am + a2’ % 4 2ary + a2t
Um die Forderung Px = (e; zu erfiillen, wéhlen wir « so, dass sich die

ersten beiden Terme auf der rechten Seite der obigen Darstellung von Pz zu
Null ergénzen. Also so, dass

Pr==x

2¢% 4+ 2ar; = (2 + 20z, + o .

Das ergibt @« = +( und Pxr = —ae;. Wir wihlen das Vorzeichen von «
so, dass es mit dem von x; iibereinstimmt, also sign(x;) = sign(a) — das
hat numerische Vorteile, ist aber im Prinzip eine willkiirliche Wahl. 2 Damit
haben wir

1]

]l

v x +sign(xi)e;, viv=2+2 (2.12)

R
Das Ergebnis lautet dann

Pz = —sign(xy)||z||2€1 -

Satz 2.21. Sei A € K™*™ mit m > n und Rang(A) = n. Dann existiert eine
unitdre Matriz QQ € K™*™ und einer obere Dreiecksmatrizc R € K™ ™ mit

r11 T'in
A:QR:Q r
0 0

2Bei uns ist sign(x) = 1 falls x > 0, sign(z) = —1 falls z < 0 und sign(0) = 0.



2.3. DIE QR-ZERLEGUNG 41

Dabei sind ryq, -, rpn jeweils von Null verschieden.

Beweis. Wir bestimmen die gesuchte Zerlegung, indem wir in jedem Schritt
eine Householder-Transformation von links an A heranmultiplizieren, um
sukzessive die Spalten 1 bis n von R zu erhalten. Dies ergibt dann die Dar-

stellung
P,---PPA=R (2.13)

mit Householder-Transformationen F;, und daraus folgt dann die () R-Faktorisierung
A=QRmitQ=PFP---P =P ---PF,.

Im ersten Schritt setzen wir A; = A und fiir z die erste Spalte a; von A;
und bestimmen die Householder-Transformation P, € K™ geméf (2.12).
Es folgt

Py =rner, = i”Gle 7& 0,

beziehungsweise
I B ‘ * ok ok . (m—1)x(m—1)
PlA[ 0‘ i :|H11tA2€K .
Nehmen wir an, dass wir nach ¢ Schritten Householder-Matrizen Py, --- | P;
konstruiert haben mit
L SR A
P PA= R it (2.14)
0 Tii
0 --- 0 ‘ Aiq

wobei R € K> und A4;,; € K(m=9*("=9_ Da nach Voraussetzung A Rang
n, also vollen Spaltenrang besitzt, hat auch A;,; vollen Spaltenrang.

Im nichsten Schritt kénnen wir daher fiir € K™ ¢ die erste Spal-
te a;+1 von A;y; wéhlen und konstruieren die Householder-Matrix P/, €
Km=0x(m=) {iher einen Vektor v/ € K™ gemif (2.12). Auf diese Weise
ergibt sich

Tit1,i+1 ‘ * * *
Pl Ay = |
1<4i+1
o 0‘ Aiya

mit Titli+l = :|:||CLZ‘+1||2 7& 0 und Ai+2 S K(miiil)x(miiil). Somit fOlgt mit

110
Pr= o), |
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[ rir - T 1
. : R
PP PA= 0 T'ii
O e 0 Ti+172‘+1 ‘ k * *
i 0o --- 0 0 ‘ Ao

Man beachte, dass sich in jedem Schritt die ersten ¢ Zeilen nicht veréndern.
P, kann selbst wieder als Householder-Transformation mit einem Vektor
v € K™ der Form o' = [0v'"] aufgefasst werden, also eines gestreckten Vektors.
Durch vollstiandige Induktion erhalten wir nun die gewiinschte Zerlegung
(2.13). O

Bei der Implementierung dieses Verfahrens ist darauf zu achten, dass die

Householder-Transformationen niemals explizit gebildet werden, denn sonst
kostet die Berechnung von PA O(m?n) Multiplikationen. PA kann statt
dessen mit nur 2mn Multiplikationen {iber die Darstellung

ausgerechnet werden. Man beachte, dass die Berechnung von A*v und vw*
jeweils nur maximal m % n Operationen benétigen.

Um P zu einem spateren Zeitpunkt weiterverwenden zu konnen, reicht es

aus, den Vektor v abzuspeichern.

Wir fassen nun den Algorithmus der @ R-Zerlegung zusammen:

Algorithmus 2.22. for 1=0,--- ,n—1

e Setzung: a;;; sei die erste Spalte von A;;; und a;;1; ihre erste
Komponente (vgl. (2.14));

e setze v = —FH— +sign(a;111)e;, (vgl. (2.12));

llait1ll2

-1
o setze [} = -2 :(1 ‘a”l‘l‘) , (vgl. (2.12));

v*u llaitalle
e berechne w = A;,  v;

e ersetze A;;; durch A, ; —ow*;

end for
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Der Aufwand beim i-ten Schleifenaufwand der () R-Zerlegung ist wie folgt:
Teilrechnung im ¢-ten Schritt Anzahl der Multiplikationen
v gemif (2.12)%: 2(m —i+ 1)
6.1
w: (n—i+1)(m—1i+1)
Aipi: (n—i+1)(m—i+1)
Yo 2n—i+2)(m—i+1)
Damit ergibt sich insgesamt ein Aufwand von

n n+1
2 (n—i+2)(m—i+1)=2> jm—n+j—1)
i=1 j=2
n+1 n+1
=2> P 42m—n—1)) i
=2 =2
2 3 2
=3n + (m —n)n“ 4+ O(mn)

1
= mn® — §n2 + O(mn) .

Die (QR-Zerlegung kann alternativ zur LR-Zerlegung eingesetzt werden:
In diesem Fall zerlegt man A = QR und 16st dann () Rz = b durch Riicksubstitution
aus der Gleichung Rx = Q*b (die rechte Seite Q*b kann wieder mit O(n?)
Multiplikationen berechnet werden, indem man jede einzelne Householder-
Transformation P; mit einem Vektor b multipliziert). Dieses Verfahren ist
allerdings um etwa einen Faktor 2 teurer als die Gaufl-Elimination. Man be-
achte, dass die Zerlegung nur mehr auf eine Dreiecksmatrix fiihrt.

Die QR-Zerlegung wird zur Losung von linearen Ausgleichsproblemen
verwendet, wie wir spéter sehen werden.

Der Algorithmus 2.22 bricht mit v = 0 in einem Schleifendurchlauf zu-
sammen, wenn A keinen vollen Spaltenrang hat. Um so einen Abbruch zu
vermeiden, miissen bei der () R-Zerlegung vor jedem Teilschritt die Spalten
der Submatrix A, aus (2.14) derart permutiert werden (dhnlich zur Pivotsu-
che bei der Gau-Elimination), dass die Euklidnorm ihrer ersten Spalte a;;;
maximal wird. Das wird Spaltenpivotsuche genannt. Mit dieser Spalten-
pivotsuche bricht Algorithmus 2.22 erst dann zusammen, wenn die gesamte
Restmatrix A;;; aus (2.14) die Nullmatrix wird; in diesem Moment hat man
eine Faktorisierung

* _ Rl R2
Quan=| o ]
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berechnet, wobei II € K"*" eine Permutationsmatrix, R; € KP*P eine obere
Dreiecksmatrix und Rs eine unbestimmte (in der Regel voll besetzte) p x
(n — p) Matrix ist. Diese Faktorisierung reicht allerdings nur aus, um eine
Losung - im Regelfall aber keine ausgezeichnete Losung - zu berechnen.

Die QR-Zerlegung gehort zu den stabilsten Algorithmen in der numeri-
schen linearen Algebra. Der Grund liegt darin, dass die Orthogonalitéatstransformationen
wegen conds(Q)) = 1 keinerlei Fehlerverstarkung hervorrufen.



Kapitel 3

Iterationsverfahren

Wenn die Matrizen sehr grof3 sind, verbieten sich Eliminationsverfahren we-
gen ihres hohen Aufwands. Zudem sind die grofien, in der Praxis auftre-
tenden Systeme meist diinn besetzt, d.h. nur wenige (etwa 10 Eintrage pro
Zeile) sind ungleich Null. Typische Beispiele sind Steifigkeitsmatrizen, die
bei der Losung von partiellen Differentialgleichungen auftreten. Obwohl die
Matrix eines solchen Problems wegen der Diinnbesetztheit noch gut in den
Speicher passen mag, trifft dies fiir die Faktorisierung L und R nicht mehr
zu. In solchen Féllen behilft man sich gerne mit Iterationsverfahren, die das
Gleichungssystem zwar nicht exakt, aber hinreichend genau 16sen.

Bevor wir konkrete Verfahren vorstellen, wiederholen wir ein fundamen-
tales Resultat aus der Analysis, den Banachschen Fixpunktsatz:

Satz 3.1. Sei @ : K — K eine (nichlineare) bzgl. || - || kontrahierende Selbst-
abbildung einer abgeschlossenen Teilmenge I C K", d.h.,

|P(x) — @(y)|| < qllz —yl| fir ein ¢ <1 und alle z,y € KC .
Dann hat die Fizpunktgleichung x = ®(x) genau eine Liosung & € K, und

die Iterationsfolge {x®} mit (0 € K beliebig, 2*+Y = d(z®) fir k =
0,1,2,---, konvergiert gegen T fiir k — oo. Dariiberhinaus ist fiir k > 1

1. ||lz®) — 2| < q||lz®*=Y — &|| (Monotonie);
2. |z — 2| < %Hx(l) — 2O (a-priori Schranke);

3. ||la® — 3| < %}Hx(k) — 2 V|| (a-posteriori Schranke);

45
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Bewezs. 1. Wir wihlen einen beliebigen Startwert z(® € K und betrach-
ten die durch 1) = ®(z™)) k = 0,1,2,---, definierte Iterations-
reihenfolge. Aufgrund der Kontraktionseigenschaft von & gilt fiir ein
beliebiges k € N, dass

lz®+D — 2O = | @(2W) — 2™ V)| < gfla®™ — 2"V (3.1)
Damit ergibt sich induktiv
lz®* — 2@ < ¢*lla) — 2|, keN. (3.2)

Wir zeigen nun, dass die Folge #*) eine Cauchy-Folge ist. Dazu wihlen
wir m,l € N mit [ > m und erhalten aus (3.2)

||x(l) — $(m)|| < ||$(l) — m(l_1)|| + ||x(l_1) — x(l—2)|| 4o
+ [l — 2]

<@ g )|zt — 2O (3.3)
1

<m
S

||I(1) _ x(O)H )

Da ¢™ fiir m — oo gegen Null konvergiert, wird der letzte Ausdruck
mit hinreichend groflem m kleiner als jede positive Zahl €. Daher ist
{z™} eine Cauchy-Folge mit Grenzwert 2. Da alle Iterierten wegen der
Selbstabbildungseigenschaft in der abgeschlossenen Menge K bleiben,
gehort auch x zu K.

2. Als néchstes wird gezeigt, dass x ein Fixpunkt von @ ist. Dazu beachte
man zunéchst, dass ® (Lipschitz)-stetig ist. Folglich kann man in der
Rekursion 25+ = &(z(¥) den Iterationsindex k gegen oo gehen lassen
und wéhrend die linke Seite gegen x konvergiert, konvergiert die rechte
Seite wegen der Stetigkeit von ® gegen ®(z). Also ist © = ®(z), bzw.
x ist ein Fixpunkt von ®. Damit ist die Existenz eines Fixpunktes
nachgewiesen.

3. Die Eindeutigkeit folgt aus der Kontraktionseigenschaft: Angenommen
Z und x seien zwei Fixpunkte von ® in /C; dann folgt

[ = 2| = [[®(z) = 2(2)| < qllz =2,

und dies kann wegen der Voraussetzung ¢ < 1 nur gelten, wenn ||z —
z|]| = 0, also x = & ist. Mit anderen Worten: ® hat in K nur einen
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Fixpunkt & und die Iterationsreihenfolge {z®)} konvergiert fiir jedes
20 gegen .

4. Es verbleibt der Nachweis der drei Fehlerabschétzungen. Die erste Un-
gleichung folgt wie vorher die Eindeutigkeit:

12® — &l = [@@*Y) - 2(@)]| < qlla® 2|
Die zweite Ungleichung folgt aus (3.3): Demnach ist fir m > k

1
2 — 2] = ¢*—— o — 2]

1—g¢q

9

und die Behauptung ergibt sich durch Grenziibergang m — co. Zum
Beweis der dritten Ungleichung schétzen wir die linke Seite von (3.1)
mit der Dreiecksungleichung ab und erhalten zusammen mit ¢ < 1

2+ = 2@ > [2® — ]  Jatt+) 3|

Hﬂ“—ft—ﬂﬂ“”—iH (3.4)
(1—q)ll=® — 2.

v Iv

Eingesetzt in (3.1) folgt daraus die Behauptung des Satzes.
[

Der Banachsche Fixpunktsatz lasst sich nun wie folgt zur Konstruktion
konvergenter Iterationsverfahren zur Losung nichtsingulérer linearer Glei-
chungssysteme Ar = b mit A € K" und b € K" verwenden: Man wéhlt
eine additive Zerlegung von A,

A=M-N,

wobei M invertierbar sein soll und bringt die Gleichung Az = b auf “Fix-
punktgestalt”
Mz =Nz+bbzw. x =Tx +c (3.5)

mit 7' = M~'N und ¢ = M~1b; die rechte Seite Tx + ¢ entspricht also der
(hier affin linearen) Funktion ®(x) aus Satz 3.1.

Algorithmus 3.2. (Allgemeines Iterationsprinzip fiir lineare Glei-
chungssysteme)

e Wihle A= M—N mit invertierbarem M und z(® € K" beliebig
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e for k=1,--- 1l0se

Mz®) = Ng®=D 4 p (3.6)

Es ist offensichtlich, dass ein solches Verfahren nur dann sinnvoll ist, wenn
Gleichungssysteme mit der Matrix M erheblich einfacher zu l6sen sind als
Gleichungssysteme mit A, und wenn die Matrix-Vektor-Multiplikation mit NV
billig ist (etwa, wenn N diinnbesetzt ist). Zur Konvergenz dieses Verfahrens
gibt der Banachsche Fixpunktsatz die folgende Auskunft:

Satz 3.3. Ist |||-||| eine Matriznorm, die mit der Vektornorm ||-|| vertraglich
ist, und ist
M7 Nl <1,

0)

dann konvergiert das Iterationsverfahren (3.6) fiir jedes ©(© gegen A~'b.

Beweis. Wir setzen ®(z) = Tz + ¢ mit T = M~'N und ¢ = M~'b. Aus
(3.5) ist offensichtlich, dass alle Losungen von Az = b auch Fixpunkte der
Fixpunktgleichung x = ®(z) sind und umgekehrt. = K" ist abgeschlossen
und wegen der Linearitédt von T folgt

|®(z) = @(2)[| = [T(z = 2)| < [Tl [} = =],

und damit ist auch die zweite Voraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes
mit ¢ = |||M~'N||| erfiillt. Also konvergiert die Folge {z®)} aus (3.6) gegen
den eindeutigen Fixpunkt & = T'% + ¢, also die eindeutige Losung & = A~1b
des linearen Gleichungssystems. O

Korollar 3.4. Sei A= M — N invertierbar und T = M~'N. Dann konver-
giert das Iterationsverfahren (3.6) genau dann fiir jedes %) gegen & = A™'b,
wenn fiir den Spektralradius p(T) von T die Ungleichung p(T') < 1 erfiillt ist.

Beweis. Falls p(T) < 1 ist, dann existiert eine Vektornorm || - ||. und ei-
ne dadurch induzierte Matrixnorm |[|-[||, mit ¢ := |[|T]||, < p(T) +¢e < 1
(Ubungsbeispiel!). Damit ergibt sich eine Beweisrichtung aus Satz 3.3.

Ist umgekehrt p(7') > 1, dann existiert ein Eigenwert A von A mit |\| > 1
und zugehorigem Eigenvektor z # 0. Wihlt man 2(©) = A='b+ 2z, dann ergibt
sich

a®) — 7 =T2* Y p ez
= MY (Nz® Y 4 b — M)
= M~ YNz*Y — Nz)

=T (D — 3.
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Daraus folgt mit Induktion

e®) — i =TF2® —3) =TF2 = N2 (3.7)
Folglich ist ||z — 2| = |A|*||z|| > ||z|| und #*) konvergiert fiir & — oo nicht
gegen A~1D. ]

Dem Spektralradius von 7" kommt also bei der Iteration (3.6) eine beson-
dere Bedeutung zu. Gemif Korollar 3.4 entscheidet der Spektralradius {iber
Konvergenz und Divergenz der Iterationsfolge. Dariiberhinaus bestimmt er
aber auch die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit:

Satz 3.5. Unter den Voraussetzungen von Korollar 3.4 gilt

max limsup ||& — z®||V/* = p(T) .
0 koo

Beweis. Wie in (3.7) im Beweis zu Korollar 3.4, sieht man anhand des Ei-
genpaars (A, z) von T mit z # 0, dass

max limsup [|#® — &||'/* > limsup || 7%z /*
2z koo k—o0
— tim sup [ 2]/ (38)
k—o0
= |A|.

Also ist p(T') mit Sicherheit eine untere Schranke.
Unter Verwendung der Vektornorm ||- || und der induzierten Matrixnorm
[||-]]|. aus dem Beweis von Korollar 3.4 ergibt sich ferner

A A k ~
l2® — . = | T*(2® = @)l < [ITN2 " - 2. .

Wegen der Aquivalenz aller Normen in K" folgt daher fiir ein geeignetes
c. > 0:

lz® =& * < (ecfla® = 2[|) Y < IT N, (eclla®® = &[] )* = [T
fiir k — oo. Folglich ist wegen (3.8)

p(T) < maxlimsup [« —&||V* < [|IT||. < p(T) +e,

x(© k—oo

und da ¢ > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt hieraus die Behaup-
tung. O]
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Beachte, dass das Resultat unabhéngig von der betrachteten Vektornorm
gilt, und somit ist das asymptotische Konvergenzverhalten der Iteration un-
abhéngig von der betrachteten Norm.

Definition 3.6. Ausgehend von Satz 3.5 nennt man die Zahl p(7T") auch
(asymptotischen) Konvergenzfaktor der Iteration (3.6). Die Zahl
—log,, p(T) gibt die (asymptotische) Konvergenzrate an.

Als Faustregel kann man annehmen, dass etwa je 1/r Iterationsschritte
fiir jede zusétzliche signifikante Dezimalstelle benttigt werden. Dies ergibt
sich aus folgenden iiberlegungen: Laut Satz 3.5 gilt

Jo® = & ~ p(T)* und [l — & ~ p(T)*+"

Somit gilt
et — 3
=~ o(T)".
o =g~

Ein signifikante Stelle mehr nach r Iterationsschritte bedeutet, dass

lz*+) — &
01= "= ~ eI,
) — &

also
—1 =log,((0.1) = rlog,(p(T)) .

Im folgenden studieren wir zwei spezielle Iterationsverfahren, die von grofier
Bedeutung bei der Losung von linearen Gleichungssystemen sind:

3.1 Einzel- und Gesamtschrittverfahren

Das einfachste Beispiel eines Iterationsverfahrens zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Az = b mit A = [a;;];; € K" und b = [b;]; € K" ist
das Gesamtschrittverfahren (oder Jacobi-Verfahren). Bezeichnen wir
mit 2*) = [x§k)]j € K" die Iterierten dieses Verfahrens, dann lautet die
[terationsvorschrift wie folgt:

Algorithmus 3.7. (Gesamtschrittverfahren)
wahle (¥ € K" beliebig.
for £=0,1,---
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e for 1=1,---,n
k1) _ 1 (k)
JFi
end for
until stop
Offensichtlich muss fiir die Durchfithrbarkeit dieser Iterationsvorschrift
ai; #0,1=1,--- ,n vorausgesetzt werden.

Anhand von (3.9) erkennt man, dass in jedem Iterationsschritt (fiir jedes
k) genau eine Multiplikation oder Division mit jedem von Null verschiedenen
Eintrag von A nétig ist. Also ist im Fall von diinnbesetzten Matrizen ein
[terationsschritt relativ billig.

Die Frage nach der Konvergenz werden wir auf Satz 3.3 zuriickfiihren.
Dazu zerlegen wir

A=D—-L—-R
in eine Diagonal- und eine strikte linke untere und eine strikte rechte obere
Dreiecksmatrix. Dann kénnen die n Gleichungen (3.9), i = 1,--- ,n, als eine
Vektorgleichung
25D = Db+ (L 4 R)z™®) (3.10)

geschrieben werden. Somit entspricht das Gesamtschrittverfahren der Fix-
punktiteration (3.6) mit M = D und N = L + R. Die entsprechende Iterati-
onsmatrix

J=M"'N=D"'L+R)

wird Gesamtschrittoperator genannt.
Beim Einzelschritt- oder Gau3-Seidel-Verfahren setzt man in (3.9)
alle bereits berechneten Komponenenten von z*+ auf der rechten Seite ein:

Algorithmus 3.8. (Einzelschrittverfahren) Wwahle z2(® € K" beliebig.
for k=0,1,---

e for 1=1,---.,n
(k+1) L (k+1) (k)
i<t >t

end for
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until stop

Der Aufwand ist somit der gleiche wie beim Gesamtschrittverfahren. Ent-
sprechend zu (3.10) erhdlt man die Matrixformulierung des Einzelschrittver-
fahren, indem man alle Komponenten von #**1 in (3.11) auf die linke Seite
bringt. Dann folgt:

aiixEkH) + Z aijx§k+1) = bz — Z aijxgk) 1= 1, I £/

7<t >t
Insbesondere ergibt sich z*+Y durch Auflésen des Dreieckssystems
(D — L)z*™ Y = b4 Rzx® (3.12)

Wiederum haben wir eine Fixpunktiteration der Form (3.6), diesmal mit
M =D-Lund N = R. L = (D - L)'R wird Einzelschrittoperator
genannt.

Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes konnen folgende Aussagen
iitber Konvergenz von Einzel-und Gesamtschrittverfahren bewiesen werden.

Satz 3.9. Ist A strikt diagonaldominant, dann konvergiert Gesamt- und Fin-

zelschrittverfahren fiir jeden Startvektor (%) gegen die eindeutige Losung von
Ax =b.

Beweis. Wir wollen Satz 3.3 anwenden. Zunéchst betrachten wir das Gesamt-
schrittverfahren. Aus der strikten Diagonaldominanz (vgl. Definition 2.10)
von A folgt unmittelbar

_ 1
|7 = ID7HE + B)llas = = max 3" Jag| =g < 1.

J#

|ai| i=

Das bedeutet, die Voraussetzung von Satz 3.3 (Banachscher Fixpunktsatz)
ist fiir die Zeilensummennorm erfiillt.

Fiir das Einzelschrittverfahren ist der Beweis etwas komplizierter. Wieder
verwenden wir die Zeilensummennorm und miissen nun nachweisen, dass

|£]lcc = max [[Lz|le <1.

zlloo=

Sei also ||z||lec = 1 und ¢ wie zuvor definiert. Setzt man y := Lz, dann
ergeben sich entsprechend zu (3.11) mit b := 0, 2 := z und y := *+V die
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Komponenten g; von y:

Y; = (]Ji” (- Zaijyj — Zaijxj> . (313)

j<i i<j

Wir zeigen nun induktiv, dass |y;| < ¢ < 1 fiir alle j < 7 gilt.

1
— ai.l‘.

Im Induktionsschritt “4 —1 — 4 schétzen wir in (3.13) |y;| mit der Dreiecks-
ungleichung wie folgt ab:

Fiir i = 1 gilt

|yl| =

1
< lzllo— D lail g < 1.
@il j>i

1
il < ] D lally;l + \aijllle)

" Jj<i J>i
1

< 2] Z!aij\quZ]aij]Hme)
" Jj<i g>i
1

< ] Z!ainZlaiﬂ)
" Jj<i j>i

Fiir i = n ergibt die Induktionsaussage schliefllich ||y|| < ¢, und somit
£l < g

]
Beispiel 3.10. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

2 0 1 1
A=|1 -4 1|, b=]| 4
0 —1 2 —1

Die Losung lautet z* = [1, -1, —1].

A ist strikt diagonaldominant: Der Faktor ¢ aus dem Beweis von Satz 3.9
ist ¢ = 1/2. Fiir den Startvektor z(© = [1,1,1]* ist |2(® — #||c = 2 und es
ergibt sich
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e bei dem Gesamtschrittverfahren xf;) = (0,1/2,0)" mit Fehler

1 N
|2 — i) = 1;

e bei dem Einzelschrittverfahren :cg) = (0,—3/4,—1/8)" mit Fehler
I’ = &l = 1.

Beziiglich der Maximumnorm wird der Fehler also tatséchlich in beiden
Féllen genau um den Faktor 2 reduziert.

In der Tat konvergiert das Einzelschrittverfahren haufig schneller als das
Gesamtschrittverfahren — es lassen sich aber auch Beispiele konstruieren, fiir
die das Gesamtschrittverfahren schneller konvergiert.

Fiir spezielle Matrizen A lassen sich derartige Vergleiche prézisieren. Wir
studieren Matrizen der Form

I -pB* nxn
A_{—B 7 }eK : (3.14)

mit B € KP*? 0 < p,q < n. Im vorliegenden Fall ist D = [ und

0 0 0 B*

B 0 }  B= [ 0 0 } )

Daher ergeben sich fiir Einzel-und Gesamtschrittverfahren die Iterationsma-
trizen

L’,:(D—L)lR:[ [ 0}1{0 B*]:[O = } (3.15)

L =

-B I 00 0 BB*
sowie
| 0 B s | B*B 0
J = {B 0 } und daher J* = [ 0 BB*} (3.16)

Das folgende Lemma liefert uns nun ein Resultat, aus welchem wir schlieflen
werden konnen, dass fiir unsere gegebene Problemklasse das Einzelschritt-
verfahren schneller konvergiert.

Lemma 3.11. Es sei A € KP*9, B € K9P ynd C € K™, Dann gilt:

1. Bis auf den mdglichen Figenwert 0 sind die Spektren von AB € KP*P
und BA € K%Y gleich;

a(C*H={N\:Nea(0)}.
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Beweis. 1. Ist 0 # A € 0(AB), dann existiert ein Eigenvektor u # 0 mit
ABu = Au. Wegen Au # 0 ist auch v := Bu # 0 und es gilt

BAv = B(ABu) = B(Au) = ABu = \v .

Folglich ist A € o(BA) und o(AB)\{0} C o(BA). Mit dem gleichen
Argument sieht man auch, dass 0(BA)\{0} C 0(AB) .

2. Ist A € o(C), dann existiert x # 0 mit Cx = Az und damit ergibt
sich C?z = C(\x) = A\Cx = \x. Also ist \? € o(C?). Ist umgekehrt
p € o(C?) und sind F\ die beiden (komplexen) Wurzeln von p, dann
gilt

0 =det (C*—pul) = det ((C—=AI)(C+AI)) = det (C—\I)det (C+NI) .

Daher ist entweder A\ oder —\ im Spektrum von C', was zu zeigen war.
O]

Dieses Resultat ermoglicht es uns, nun Einzel- und Gesamtschrittverfah-
ren fiir die spezielle Klasse von Matrizen aus Beispiel 3.10 zu vergleichen.

Satz 3.12. Hat A die Form (3.14), dann gilt p(L) = p(J)? .
Beweis. Nach (3.15) gilt
det (£ — \T) = det ((D — L)"'R — AI)

-\ B~
0 BB*— M\l

=det (—AI)det (BB* — \I) .

= det

Also ist o(L£) = {0} U a(BB*) und p(L) = p(BB*) (p beschreibt den be-
tragsgrofiten Eigenwert).
Andererseits ist wegen (3.16)

o(J?) = o(BB*) ggf. zuziiglich des Eigenwerts 0 ,
so dass nach Lemma 3.11 die Gleichheitskette
p(T)? = p(T?) = p(BB*) = p(L)

giiltig ist. O]
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Satz 3.12 zusammen mit Korollar 3.4 und Satz 3.5 liefert folgende Aus-
sagen:

1. Fiir Matrizen der Form (3.14) ist entweder p(J) < 1 und sowohl das
Gesamt- als auch das Einzelschrittverfahren zu konvergieren, oder es
ist p(J) > 1, dann kénnen beide Verfahren divergieren.

2. Im konvergenten Fall braucht das Einzelschrittverfahren bei einer vor-
gegebenen Genauigkeit etwa die Hélfte der Iterationen wie das Gesamt-
schrittverfahren.

3.2 Das Verfahren der konjugierten Gradien-
ten

Das vermutlich effizienteste Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssy-
stemen Ax = b, deren Koeffizientenmatrix A € R™" hermitesch und positiv
definit ist (der Einfachheit halber beschrinken wir uns nur auf reelle (sym-
metrische) Matrizen. Das besagte Verfahren lésst sich nicht in das allgemeine
Schema einer Fixpunktiteration einordnen.

Sei .
O(z) = §x*A:17 —zb:R"—=R.

Setzen wir £ = A~1b, dann ergibt eine einfache Rechnung, dass

1 1
O(x) — ®(z) = —a"Ax — 2"b — §£*A£ + b

2
1
= 5(:17 — )" A(x — ) + 2" At — ¥ Az — "0+ T7b
1
= §(x — ) A(r —2) + 20— b — x*b + &b
1
— a3y Al - )

Da A positiv definit ist, ist der letzte Ausdruck nichtnegativ und genau dann
Null, wenn x = z ist. Mit anderen Worten: Das Funktional ¢ hat ein eindeu-
tiges Minimum an der Stelle x = 7.

Definition 3.13. Ist A hermitesch und positiv definit, dann definiert

|z||a = VarAx, xe€R",
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eine Norm in R", die so genannte Energienorm. Zu einer Energienorm
gehort ein Skalarprodukt (dies induziert geometrische Begriffe wie z.B.
Orthogonalitit), ndmlich

<{E,y>A:l'*Ay7 nyGRn

Demnach ist die Abweichung des Funktionals ® von seinem Minimum,

O(x) — O(2) = %(x—i)*/}(m—i) = %Hw—i”i, (3.17)
ein gut geeignetes Fehlerma$ fiir den Abstand zwischen x und 2. Geometrisch
bedeutet (3.17), dass der Graph der Funktion ® beziiglich der Energienorm
ein kreisformiges Paraboloid ist, dessen Mittelpunkt in Z liegt.

Wir konstruieren nun ein Verfahren zur Approximation von z, welches das
Funktional ® sukzessive minimiert. Ist ) die aktuelle Iterierte, dann kann
man beispielsweise eine geeignete Suchrichtung d®) # 0 fiir den nichsten
Schritt wihlen und z**1 iiber den Ansatz

g ® ) = g ®) 4 qg®) (3.18)

bestimmen. In Abhéngigkeit von « ergibt sich
1
(™ 4+ ad®) = d(z®) + ad®* Az® 4 éan(k)*Ad(k) —ad®*b . (3.19)

Durch Differentiation nach « erhélt man die Schrittweite, fiir die der Wert
von ® minimal wird, ndmlich

bh— Ax®))xqk) (k) (k)
op = O ACSAE (3.20)
d®) = Adk) dF)* Ad(k)

Dabei ist der Nenner ungleich Null, da A positiv definit ist.

Offen in diesem allgemeinen Schema ist noch die Wahl der Suchrichtung.
Aus (3.19) berechnet man die Richtungsableitung von ® in Richtung d® wie
folgt:

(k) (k)Y — (k)
lim O (2™ + ad™) — O (W)

a—0 [0

= dM*(Az® — b);

demnach ist

grad ®(z) = Az —b.
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Der negative Gradient gibt die Richtung des steilsten Abfalls von ® an. Fiir
unser Funktional ® stimmt die Richtung zufilligerweise mit dem Residuum
iiberein. Das Residuum muss jedoch nicht die bestmogliche Wahl sein.

Bei dem Verfahren der konjugierten Gradienten macht man den Ansatz

dt+D — D) g g (k) it <d(k+1), d(k)>,4 =0. (3.21)

Die Bedingung <d(k+1), d(k)> 1 = 0 bedeutet, dass die beiden Suchrichtungen
d*+1) und d® zueinander orthogonal (bzgl. des inneren Produktes < -, >4)
stehen, was den Namen “Verfahren der konjugierten Richtungen” (oder CG-
Verfahren - conjugate gradient method) motiviert.

Diese resultierende Bedingung an [ lautet

F(E+1)% A (k)

Br=— d®* Ad®)

(3.22)
Wie bereits bemerkt, ist das Verfahren (3.20) und (3.22) nur dann wohlde-
finiert, wenn d**Y ungleich Null ist. Aus (3.21) sieht man, dass d**!) nur
Null werden kann, wenn d*) und »*+1) linear abhéingig sind.

Nun iiberlegen wir uns, dass das Verfahren wohldefiniert ist. Genauer, fiir
alle Iterierten () # & ist d® £ 0.

Dazu bemerken wir zuerst, dass geméfl der Definition von «ay die Gerade
) +ad™® die Niveaulinie zum Wert von ®(x**+1) im Punkt 2*+1 beriihrt.
Da wegen (3.20) das Minimum eindeutig ist, kann die Gerade die Niveaulinie
nicht schneiden. Da d®) tangential zur Niveaulinie von ® mit Wert ®(z*+"
ist, und 7*+Y eine Abstiegsrichtung ist, konnen r*+9 und d® nur dann
linear abhingig sein, wenn r*) = 0 ist, also #*) die Losung des linearen
Gleichungssystems ist.

Wir weisen jetzt Eigenschaften des Verfahrens der konjugierten Gradien-
ten nach.

Lemma 3.14. Sei 20 ein beliebiger Startvektor und d© = r©) . Falls ¥ £
T st fiur k=20,---,m, dann gilt

1. rm*q0) =0, fir alle 0 < j < m,
2' T(m)*/r(]) = 07 fUT Cblle O S j < m,

3. <d(m),d(j)>A =0, fir alle 0 < j <m.
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Beweis. Wir bemerken zuniichst, dass Az 1) = Az®) 4 o, Ad® ist; folglich
gilt

rtH) = Az = Ax® —p o Ad®) =+ 40, AdY | k>0, (3.23)
Daher bewirkt die Wahl von a; gemi8 (3.20), dass fiir 2 # &
pEED R — (p ) 1o AdW)* d®) = ¢ B*q®) g d®* Ad®) =0 . (3.24)
Nach dieser einfiihrenden Bemerkung fithren wir einen Induktionsbeweis:

m = 1: Setzt man k = 0 in (3.24), dann gilt 7"*d® = 0 und somit ergibt
das gerade die Behauptung 1 fiir m = 1 und j = 0. Da r(© = d© folgt
aus Behauptung 1 sofort auch Behauptung 2. Der dritte Teil ist trivial:
(dM,d") =0 wegen der Definition des Verfahrens.

m — m + 1: Im Induktionsschritt nehmen wir an, dass alle drei Aussagen
fiir ein m erfiillt sind. Zunichst wissen wir aus (3.24), dass r(m+D*d(m =
0. Aus (3.23) folgt zusammen mit den beiden Induktionsannahmen 1
und 3, dass

p(mAD* o) — p(m*gla) 4 o <d(m), d(j)>A =0-0,fir0<j<m.
(3.25)
Folglich gilt der erste Teil der Behauptung auch fiir m + 1.

Wegen (3.21) ist 7)) = dW) — 8, 1dU=Y 1 < j < m, und 7@ = 4O,
Damit gilt wegen des ersten Teils des schon Bewiesenen auch fiir 1 <
j<m

Pt De ) i egi) _ g ni)e gl — g

Zum Beweis des dritten Teils der Behauptung: <d(m+1), d(m)> 4 = 0 folgt
unmittelbar aus der Definition des Verfahrens, und somit haben wir die
Behauptung fiir j = m verifiziert. Fiir j < m ergibt sich aus (3.21) und
der Induktionsannahme, dass

<d(m+1)’ d(j)>A _ <r(m+l), d(j)>A + B <d(m), d(j)>A — pm+)x 420)
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Ersetzt man nun AdY) gemif (3.23) und (3.21), dann ergibt sich
; <d(m+1)’ d(j)> — ajd(erl)*Ad(j)

Pt D)= (2D _ G0y o g qm (pUH) _ )

A

A{II

3.21)
0+ @md(m)*(r(frl) — T(j))
ﬂmd(m)*ajAd(j)

A{II

3.23)
5m04j <d(m)7 d(j)>A
= 0.

Induktionsannahme

Wenn wir noch zeigen, dass o; # 0 fiir 0 < j < m, dann ist die
Behauptung vollsténdig bewiesen. Nehmen wir an, es gelte o; = 0:
Wegen (3.20) ist das gleichbedeutend mit r0)*d0) = 0 und aus (3.21)
und der Induktionsannahme folgt somit

0= 0 (r0) 4 B, 1d0D
i) 4 g, gl
= |2 falls 0 < j <m,
0 =7r@*q© = |]r©)2 falls j = 0.
Da 29 # &, muss ||r)||, # 0. Also erhalten wir einen Widerspruch zur

Annahme o # 0. Somit ist (d 1, dW)) =0 fiir alle 0 < j < m + 1.
Damit ist der Induktionsschluss vollsténdig bewiesen.

O

Geméf Lemma 3.14, Behauptung 3 sind alle Suchrichtungen paarweise
A-konjugiert. Geméfi Lemma 3.14, Behauptung 2 sind alle Residuen linear
unabhingig. Daher ergibt sich nach spitestens n = dim(A) Schritten r™ =
0, also & = z(™.

Korollar 3.15. Nach spitestens n = dim(A) Schritten findet das CG-Verfahren
die exakte Lisung .

In der Praxis ist diese Ergebnis nicht von allzu grofler Bedeutung, da das
CG-Verfahren in erster Linie eingesetzt wird und wesentlich weniger als n-
Iterationsschritte benotigt. Zudem sind die Orthogonalitatseigenschaften aus
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Lemma 3.14 mit zunehmender Iterationsdauer aufgrund von Rundefehlern
nicht mehr exakt erfiillt, so dass das Korollar in der Praxis nicht relevant ist.

Das CG-Verfahren hat Optimalititseigenschaften, die wir im folgenden
Satz zusammenfassen:

Satz 3.16. Sei k = 1,2,--- fix. Dariberhinaus sei d® = r© und 2 £ &
die k-te Iterierte des CG-Verfahrens. Dann liegt x®) in dem affinen Raum

2® € 2@ 4 [pO . p0-D] = 5O | [[O 4,0 .. AG-DO] | (326)

Unter allen Elementen x dieser Menge minimiert x®) die Zielfunktion ®.
Der Raum

Ki(A, 7 Q) = [FO Ar© .. Ak=1,0)]
wird Krylov-Raum der Dimension k von A beziglich r®) genannt.

Beweis. Wir beweisen zunéchst induktiv, dass
dD e [rO ... & =0, k-1, (3.27)

Fiir j = 0 ist d© = r(© und der Induktionsschluss ergibt sich fiir 1 = j < k
aus (3.21): Fiir 0 < j < k — 2 folgt aus dV) = r0) 4+ g, ,dU~Y

4 € [rD),di=D) C [p@ pO ... pE=D] 2 [fO . 6]

Y

und somit gilt zusammenfassend

[d©,.. ,d*D] C [r®, ... rO-D]

Y Y

Solange x(¥) #£ & ist, folgt aus Lemma 3.14, dass jede der beiden Mengen
{d(j)}f;é und {r® f;é aus linear unabhéngigen Vektoren besteht. Demnach
ist

[d(0)7 e 7d(k‘*l)] - [7”(0), e 77=(k*1)] ) (3.28)
Nun beweisen wir (3.26): Aus (3.18) folgt
k-1
7 = 20 43" ayd € 5© 4[4, D)
=0

Damit haben wir die erste Inklusion in (3.26) gezeigt. Nun zeigen wir induk-
tiv, dass '
rW e [rO o AR O] =0, k-1 (3.29)
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Fiir j = 0 ist diese Behauptung sicher richtig. Beim Induktionsschluss von
j — 1 nach j gilt zunichst wegen (3.27) (man beachte, dass j — 1 < k — 2)

dU-1 ¢ [T(O)’ e ,r(k_2)] .
Somit folgt aus der Induktionsannnahme die Beziehung
dU=1 ¢ [T(O)7 e ,r(k_Q)] - [T(O), e ’Ak—ZT(O)} '

Wiederum, unter Verwendung von j — 1 < k — 2, folgt aus (3.29) und (3.23)
die gewiinschte Inklusion

r@) = -1 4 aj_lAd(j_l) c [T(O)’ . 7A’f—lr(ﬁ)] '
Demnach ist

0 ... =] [0 200 . gk=1,0)
[T ) T }_[7“ y AT, ) r ]7

Da 7@ ... ¢*=1 linear unabhingig sind, hat die rechte Seite maximale
Dimension k. Also stimmen die beiden Mengen iiberein. Damit gilt (3.26).

Zum Beweis der Minimialeigenschaft: Aus Korollar 3.15 folgt schliellich
die Existenz eines Iterationsindex m < n, so dass

m—1
g — k) — ajd(J)
=k
Fiir ein beliebiges Element « von z(® + [r(®, Ar© ... A*=1r 0] 6ilt wegen
(3.28)
k-1
t—x=3—2W® +Z5jd(]) )
=0

mit geeigneten 9, € R.
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Da die Suchrichtungen nach Lemma 3.14 A-konjugiert sind, folgt daher
aus dem Satz von Pythagoras

1 .
= Slle — 2%
1
— e
2||$ $||A+
A
1l1E=2 2
(K)Y _ b(4) 4 = @)
(M) — 6(2) + 5 Zoéjdj
J= A

Demnach ist ®(z) > ®(2*)) mit Gleichheit genau dann wenn = = z®). Also
is %) das minimierende Element auf dem Krylov-Raum. O]

Fiir die Implementierung des CG-Verfahrens in der Praxis verwendet man
nicht die Gleichungen (3.20) und (3.22) fiir oy, und S, sondern die folgenden
Darstellungen (3.30) und (3.31).

Zur Herleitung dieser Formeln verwenden wir, dass aufgrund von Lemma
3.14 und (3.21) gilt:

(W gk) — pB)e () 4 g ) gh=1) () ()
In (3.20) eingesetzt, ergibt sich

Ir ™13

0 A (3.30)

ap — —
Aus (3.23), (3.30) und Lemma 3.14 folgt

T(k+1)*Ad(k) _ i(r(k—&-l)*r(k—&-l) . T(k+1)*7"(k))
~~

(3.23) Ok
1
= I
Lemmad.14
(k+1)
||’f’ ||2d *Ad
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Anstelle von (3.22) kann man daher die Formel

Ir* 13

verwenden. Damit lautet das CG-Verfahren in der zu implementierenden
Form wie folgt:

Algorithmus 3.17. (Verfahren der konjugierten Gradienten)

wahle z(¥ beliebig; setze 7 = Az —p, 4O = O |

for £k=0,1,2,---
-3
A = — =~
dk)* Ad(k)
rEF) = p®) gy AGW
P Ll
™13
d(k—‘rl) — T(k+1) + Bkd(k)
until stop

Bemerkung 3.18. Die gezeigten Resultate gelten ausnahmslos auch fiir kom-
plexe (hermitesche) Matrizen, also K = C. In diesem Fall muss allerdings das

Funktional
1 1

1
O(z) = §x*Ax — R(x*b) = §||x — 2|4 - Ezﬁ*Ai (3.32)

fiir z € C" betrachtet werden.

3.3 Vorkonditionierung

Die Kondition condy(A) der Koeffizientenmatrix A des zu losenden linea-
ren Gleichungssystems ist ein entscheidender Parameter fiir die Konvergenz
des CG-Verfahrens. Dabei ist die Konvergenz umso langsamer, je schlechter
konditioniert die Matrix A ist. Man kann sogar zeigen, dass

g~ 1— QCondgl/Q(A) .
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Beim Vorkonditionieren versucht man deshalb das Gleichungssystem Az = b
durch ein dquivalentes System

M 'Az=M"'b

zu ersetzen, dessen Kondition besser ist.
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Kapitel 4

Eigenwerte

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Berechnung der Eigenwerte
einer Matrix A € K"*". Die Eigenwertgleichung an und fiir sich,

Az =Xz x € K" \{0}, A e C,

ist nichtlinear: wir wissen aus der linearen Algebra, dass die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

p(A\) = det (A — )

die Eigenwerte von A sind. Aus dieser Beziehung lédsst sich sofort erkennen,
dass die Eigenwertbestimmung ein nichtlineares Problem ist.

Zur Eigenwertberechnung kann man also nichtlineare Gleichungssystem-
l6ser, wie etwa das Newtonsche Verfahren verwenden. Allerdings gibt es fiir
die Eigenwertberechnung bessere Algorithmen (im Sinne von Stabilitdt und
Konvergenzeigenschaften), die die spezielle Struktur eines Eigenwertproblems
beriicksichtigen. Solche Algorithmen werden wir im Folgenden behandeln.

4.1 EigenwerteinschlieBung

Im diesem Teil diskutieren wir relativ leicht zu berechnende Abschétzungen
fiir Eigenwerte.

Satz 4.1. (Satz von Gerschgorin) Sei A = [a;;] € K™*" und X\ ein belie-
biger Eigenwert von A. Dann gilt

)\GU/Ci:U{CGK:|C—aii|§2|aij|} . (4.1)
i=1 i=1 j#i
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Beweis. Sei Ax = Ax mit = [z;] # 0. Dann existiert ein ¢ mit |z;| < |z
fiir alle j # i. Bezeichnet (Ax); die i-te Komponente von Az, dann folgt

)\LCZ' = (ALU)Z = Zaijxj
j=1

und somit ist

:L‘.
A — aiil = Zaz‘jj <Y ay -

J#i ! J#i
Also ist \ € ]Cz Q U?:l ’Cj. ]

Fiir A € o(A*) gilt der Satz von Gerschgorin entsprechend, namlich

XEU/@-: {CIK—@HS Z ‘aji|}
i=1

J=137#i
oder dquivalent

AeUE:U{g;K—am < ) |aﬂ|} (4.2)
=1 i=1

j=1,j#i

=

1

i

Weitere EinschlieBungssétze beruhen auf dem Konzept des Wertebereichs
einer Matrix.

Definition 4.2. Unter dem Wertebereich einer Matrix A € K™*" versteht
man die Menge aller Rayleigh-Quotienten zz"f mit x € C"\{0},

¥ Ax

T*x

W(A) = {g — Lz € (C”\{O}} cC.

In dieser Definition ist es wesentlich, dass x alle kompleren Vektoren
durchlauft, selbst dann, wenn A eine reelle Matrix ist. Der Wertebereich
beinhaltet insbesondere die Eigenwerte der Matrix. Weitere wichtige Eigen-
schaften sind im folgenden Lemma zusammengefasst.

Lemma 4.3. 1. W(A) ist zusammenhdingend.

2. Ist A hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [Amin, Amax]-
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3. Ist A schiefsymmetrisch, d.h., A* = —A, dann ist W(A) ein rein
imagindres Intervall, ndmlich die konvexe Hiille aller Eigenwerte von

A.
Beweis. 1. Liegen (p und ¢; im Wertebereich W(A), dann existieren xq, x; €
C\{0} mit
Ty Az xi Az
Go = O* ° , Q= 1* -
ToTo X121

Nehmen wir an, dass 0 # (y # ¢4 # 0, dann sind zy und x; line-
ar unabhéngig (die zwei Vektoren xy und z; kénnen nur dann linear
abhéngig sein, wenn x( ein Vielfaches von x; ist, was aber impliziert,
dass (p = (3 ist) und die Verbindungsgerade

[0, 1] :={xs = o + t(z1 — o) : t € [0,1]}

enthélt folghch nicht den Nullpunkt. Damit ist die Stetigkeit der Ab-

bildung ¢ — wt Ary ~ gewihrleistet, so dass
x; Az
Ct::—t* t, Ogtﬁl,

eine stetige Kurve in W(A) bildet, die {, mit ¢; verbindet.

2. Wir wihlen eine Orthonormalbasis {z;}? ; in C" mit Az, = Az;, wobei
die Eigenwerte von A absteigend sortiert sein sollen, \;y > Ay > -+ >
An. Fiir einen beliebigen Vektor x = 3" | Gx; € C", (; € C, gilt dann

o Az = chj v Awj = Zcmm] > oxlGl
=1

i,j=1 i,0=1

und wegen der Anordnung der Eigenwerte folgt

Mallzllz =2 Y 1GE < Y NG < M) 16 = Al -
i=1 i=1 i=1

Damit ist zunéchst gezeigt, dass W(A) C [A,, A1] gilt. Da W(A) nach
dem ersten Teil dieses Satzes auch zusammenhéngend ist, folgt die zwei-
te Behauptung.



70 KAPITEL 4. EIGENWERTE

3. Wegen A* = — A ist 1A hermitesch, denn
(iA)* =iA* = —iA* = iA.
Ferner ist
W(A) = W(—iiA) = —iW(iA) = —i [Amin, Amax] -

Daher folgt die Behauptung aus dem zweiten Teil des Satzes.

Fiir jede beliebige Matrix A € K™*™ ist

A+A*+A—A*
2 2

A=

eine Zerlegung in die hermitesche Matrix und die schiefsymmetrische

Matrix A_QA*. Diese Zerlegung ist die Grundlage des folgenden Einschlie-
Bungssatzes.

A+ A*
2

Satz 4.4. (Satz von Bendixon) Das Spektrum von A € K™ ist in dem

Rechteck A A A
a<A)gR::W( il >+W( - ) (4.3)

2 2
enthalten.

Beweis. Wir zeigen die stirkere Aussage W(A) C R. Fiir x € C*\{0} gilt

A o (A A g

T*x xr*x
* A+ A* * A—A*
5T T

T*x

_l’_
T*x
A+ A A— A*
ew (255 ) ew(255).

]

Beispiel 4.5. Wir wenden die Resultate aus den Sétzen von Gerschgorin und
Bendixson auf die Matrix

4 0 =3
A= 0 -1 1
-1 1
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ImA

W((A-A*)/2)

W((A+A*)/2) ReA

Abbildung 4.1: Satz von Bendixon

o | O

-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6

Abbildung 4.2: Gerschgorinkreise fiir A (links) und A* rechts
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Abbildung 4.3: Alle EinschlieSfungen gemeinsam

an. Abbildung 4.2 zeigt die Gerschgorinkreise fiir A und A*. Fiir den Satz
von Bendixon berechnen wir ferner den symmetrischen und den schiefsym-
metrsichen Anteil von A,

40 2 00 1
A4 Al A At
H:;:0—11,S:2= 00 0

9 1 0 10 0

Die Spektren von H und S kénnten beispielsweise mit Hilfe des Satzes von
Gerschgorin eingeschlossen werden: Auf diese Weise erhélt man das etwas
grobere Dreieck

R =[-3,6] x [—i,i] DR D o(A).
Folglich muss das Spektrum von A im Schnitt aller drei Einschlussmengen
liegen. Dies ergibt die dunkelste (gelbe) Menge in Abbildung 4.3. Tatséchlich
ist das Spektrum

o(A) = {—1.7878,0.1198,4.6679} .

Fiir hermitesche Matrizen ist noch folgendes Resultat von grofier Bedeu-
tung:
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Satz 4.6. (Maxmin Prinzip von Courant-Fischer) Sei A = A* ¢ K™
und {z1,--+ ,z,} C K" ein orthonormales System. Ferner seien Ay > Ay >
-+ X\, die absteigend sortierten Eigenwerte von A mit zugehorigen Figenvek-
toren x;. Dann ist

x*Ax

min
z€lz1, 2] 2 #0 TFT

< Ak (4.4)

und dabei gilt Gleichheit fir [z1, -+, zk] = [x1, -+, xk).

Beweis. Wir konstruieren zunéchst einen nichttrivialen Vektor z = ) ., (;2; €

[21,- -, 2k, der senkrecht auf die Eigenvektoren wzy,---,x;_1 von A steht.
Dazu miissen die Koeffizienten (1, --- , (, das homogene lineare Gleichungs-
system
k
x*xj:Z(zf:L’j)ijo j=1-- k-1, (4.5)
i=1

16sen. Da dieses Gleichungssystem unterbestimmt ist (k—1 Gleichungen fiir &
Koeffizienten), hat es eine nichttriviale Losung [(3, - - , (x| # 0. Wird der zu-
gehorige Vektor = # 0 in die Eigenbasis von A umentwickelt, z = Y"1 | x;z;,
dann folgt aus (4.5), dass

" Ar = x* z”: XiNiTi

i=1

= i AiXiT T
i=1
n n
= (4.5) Z AiXi ZE‘%’;%
i=k Jj=1
= Ml
i=k
<MYl
i=k

< Mllz]|3

Hieraus folgt die Ungleichung

z* Az
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und die Behauptung (4.4) ist bewiesen.
Falls [z1, -+ ,2,] = [x1, -+, 2] ist, dann kann jedes z € [z1, -, zx] ge-
schrieben werden als z = Zle xiz; und es folgt

k k k k
vt Ar = Z/\iXiZij;% = Z/\i|Xi|2 > Ak Z xal® = Axll]l3 -
i=1 j=1 i=1 i=1

Somit ist

, z*Ax
min
z€lz1, 2] @#0 TXX

und demnach gilt in diesem Fall Gleichheit in (4.4). O

ZAka

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.6 lautet ein entsprechendes Maxi-
mumprinzip wie folgt

r*Ax
max
xllz1,,2,],240 T*X

> Net1

mit Gleichheit fiir [z1,- -, 2] = [21, -+, 2]

4.2 Kondition des Eigenwertproblems

Wir betrachten die Matrix

0 0 —Aayg
1 0 . —a
A= 1 : (4.6)
L 0 1 —An-1 _

und entwickeln die Determinante von A — AI nach der letzten Spalte. Dann
ergibt sich das charakteristische Polynom von A aus

(=1)"det (A= X)) = A"+ ap A" 4o+ ag A+ ag =: p(A) .

Ist umgekehrt p ein beliebiges vorgegebenes Polynom vom Grad n mit Koeffi-
zienten ag, - - - , a,_1, dann nennt man die Matrix A aus (4.6) die Frobenius-
Begleitmatrix von p.
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Das spezielle Polynom py(\) = (A —a)" hat eine n-fache Nullstelle X = a,
wéhrend p.(A) = (A — a)™ — & mit € > 0 die folgenden Nullstellen Ay besitzt,

Ne = a+e/me?mkin =1 ... n.

Das “gestorte” Polynom p. unterscheidet sich von p lediglich in den Koeffi-
zienten vor A\’ (und zwar gerade um ¢). Obwohl sich also die entsprechenden
Frobenius-Begleitmatrizen sowohl in der Zeilensummen-, Spaltensummen-,
Spektral- und Frobeniusnorm nur um ¢ unterscheiden, haben die Eigenwerte
der beiden Matrizen den Abstand

AN =\ = A=V, k=1,---,n.
Fiir a # 0 ist daher

AN _ e A
T R P

Da c. fir ¢ — 0 beliebig grofl wird, ist die relative Konditionszahl des
allgemeinen Eigenwertproblems im Allgemeinen unendlich grofl. Man kann
aber auch zeigen, dass die Eigenwerte stetig von den Eintrdgen der Matrix
abhéngen und der gefundene Exponent 1/n in (4.7) schlimmstmoglich ist.

: IA] e/
mit ¢ = ————.

o (4.7)

Definition 4.7. Eine Matrix A € K™*" heiflit diagonalisierbar, falls eine
Basis {x;}; des K" aus Eigenvektoren existiert. Mit X = [z1, -+ ,x,] €
K™*™ gilt dann

A=XDX ', (4.8)

wobei in der Diagonalmatrix D die Eigenwerte Ay, --- , A, auf der Diagonale
stehen. Kann X zudem unitér gewéhlt werden, dann heiit A normal. Nor-
male Matrizen lassen sich durch die Gleichung AA* = A*A charakterisieren.

Hermitesche Matrizen sind also ein Spezialfall der normalen Matrizen.
In der Regel ist eine Matrix allerdings nicht diagonalisierbar. Ein typi-
sches Beispiel ist die Matrix
0 1
=loa]

deren charakteristisches Polynom p()\) = A\? eine doppelte Nullstelle in A = 0
hat; A hat jedoch nur den Eigenvektor [1,0]".

Im folgenden bringen wir ohne Beweis einige Abschétzungen fiir die Fehler
in den Eigenwerten bei Stérungen in den Matrixeintragen.
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Satz 4.8. (Satz von Bauer und Fike) A € K™*" sei diagonalisierbar mit
entsprechender Faktorisierung A = XDX ™' wie in (4.8); ferner sei F' €
K™ und X ein Figenwert von A + F. Dann ezistiert ein Eigenwert A von

A mit )

A= A < cond(X)|F]l.
Hierbei bezeichnet || - || wahlweise die Zeilensummen-, Spaltensummen- oder
Spektralnorm und cond(X) die entsprechende Konditionszahl von X.

Korollar 4.9. Ist A € K"™" normal, F' € K"*" beliebig und A ein Eigenwert
von A+ F € K™, dann ezistiert A € o(A) mit

A=Al < [IF]: -

Beweis. Im betrachteten Fall ist die Eigenvektormatrix X eine unitdre Ma-
trix. Folglich ist || X || = 1 und || X || = || X*||s = 1 . Damit ist condy(X) =
1 und somit folgt die Behauptung aus Satz 4.8. O

Satz 4.10. (EinschlieBungsatz basierend auf Bauer und Fike) Sei
A € K"*" eine hermitsche Matriz und v € K" ein Vektor mit

[Az = Azl2 = ellz]2 -
Dann besitzt A einen Figenwert A mit
A=Al <e.

Ist ferner & ein Figenvektor zum FEigenwert A und v der kleinste Abstand
von \ zu einem anderen Figenwert von A, dann gilt fiir den eingeschlossenen
Winkel 6 zwischen x und & die Abschdtzung

€
sin(@)] < — .
| ()|_7

Satz 4.11. (Satz von Wielandt und Hoffman) A und F' seien hermi-
tesch, \{ > A\y--- > A\, und A\ > \y--- > )\, seien die Eigenwerte von
A, bzw. A+ F. Dann ist

n

Y =A< IFE

i=1

In den folgenden Unterkapiteln beschéftigen wir uns mit numerischen
Methoden zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren.
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4.3 Potenzmethode

Das erste von uns betrachtete konstruktive Verfahren zur Berechnung einzel-
ner Eigenwerte und Eigenvektoren ist die Potenzmethode von v. Mises.
Wir beschrianken uns vorderhand auf reelle diagonalisierbare n x n Ma-
trizen mit n betragsméfig verschiedenen (und daher reellen) Eigenwerten \;,
t=1,---,n, die nach der Grofle ihres Betrages angeordnet sind:

A1 > > | ] >0.

Alle Ergebnisse konnen mit entsprechendem technischen Aufwand auf den
allgemeinen Fall einer beliebigen Matrix A € K™*™ iibertragen werden.

Ist || - || eine Vektornorm und sind v;, ¢ = 1,--- ,n, mit ||v;]| = 1 die zu
A; gehorigen Eigenvektoren von A, dann kann jeder Vektor z € K" in diese
Eigenvektorbasis entwickelt werden,

i=1

Demnach ist

Abz =Y " MG (4.10)
i=1
Das v. Mises-Verfahren beruht auf der asymptotischen Darstellung
Akg )\]fclvl, k — o0 .

Algorithmus 4.12. Bestimme einen Niherungsvektor 2 mit |29 =
1

o for k=1,2,---

s(k) . A, (k=1) (k) .—
2= Az , 2= EGR (4.11)

end for

Die Iterierten der Potenzmethode haben folgende Eigenschaften:
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Satz 4.13. es gelte (4.9) mit (; # 0 und q := /\—2 < 1, dann ist
129 = M| +O(¢"), k— oo (4.12)
Ferner gilt fiir k — oo:
12%) — sign(G)vi|| = O(¢")  fiir A\ > 0,
1(=1)%2" —sign(G)ul| = O(¢")  fiir \ < 0.
Beweis. Im Beweis verwenden wir die Identitét
Z(k) B 2(k) B Az(kfl) B Aé(kfl) B A2Z(lcf2
S E® ALY ARG (A2

Mit Induktion folgt somit

w _ Ak
([ ARz ||

Aus (4.10) folgt mit x := 2(*)

"\ G
Az = MG oy + w®) mit w® = (_) G,

2\X) &
und
[ ¢
lw®] < "> ol (¢") . (4.13)
i=2
Damit ist
Ay vy + w® .
= gy = SO gy = s e (414
mit ( )
*h) _ sign A\ Cl *) 4
e T 1—|lv +w v1) .
Nun ist ||vq]] — Hw(k)H < ||vy —i—w(k)H < o] + Hw(k)H und |lv1|| = 1, so dass

aus (4.13) folgt, dass

1= llor + @] = [loall = flor + w @] < lw® [} = O(®) &k — oo
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Daraus folgt ||e™ || = O(¢®) fiir K — oo, und es ist gezeigt, dass fiir z*) und
k4D fiir k — oo gilt

2 = sign(A\G)vr + O(¢"),
20D = Ay sign(Af¢)or 4+ O(%) -

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. O

Bemerkung 4.14. e Aus (4.12) schliefit man bei der Iteration zunichst
auf |A\;|. Anhand des Vorzeichenverhaltens von z*) erkennt man das
Vorzeichen von \;: Alternieren die Vorzeichen von 2, dann ist A\; < 0;
ansonst ist Ay > 0.

e Die Normierung %) — 2% in (4.11) ist sinnvoll, wenn auch nicht
notwendig.

e Die Voraussetzung (; # 0 kann natiirlich nicht a—priori tiberpriift wer-
den, da die Eigenvektoren nicht bekannt sind. In der Praxis erweist sich
diese Restriktion nicht als einschrankend.

Die Potenzmethode von v. Mises kann in dieser Form nur verwendet wer-
den, um A; zu bestimmen. Zur Berechnung anderer Eigenwerte von A kann
jedoch A geeignet transformiert werden.

Beispiel 4.15. 1. Ist A\, # 0 und verwendet man A~' statt A in (4.11),
dann wird dies inverse Iteration genannt. A~! hat die Eigenwerte
At mit
A= I > > A

mit den gleichen Eigenvektoren wie A. Also approximiert die inverse
Iteration |\ 1| und den zugehorigen Eigenvektor v,,.

2. Ist X\ eine Nidherung an einen Eigenwert von A, liegt aber selbst nicht
im Spektrum o(A), dann ergibt (4.11) mit (A — A\I)~! anstellen von
A die gebrochene Iteration von Wielandt . (A — A\I)~! hat die
Eigenwerte (A\; — )" 1 i=1,---n.
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Kapitel 5

Nichtlineare (Gleichungen

Nach den linearen Gleichungen untersuchen wir nun nichtlineare Gleichungen
in einer oder mehreren reellen Variablen. Nichtlineare Gleichungen werden
zumeist als Nullstellenaufgaben formuliert, d.h., gesucht ist die Nullstelle der
Abbildung
f:D(f) CR" — R".

Durch die Transformation f(x) := g(x) — y kann jede nichtlineare Gleichung
g(z) = y unmittelbar in eine solche Nullstellenaufgabe iibergefiihrt werden.

Da nichtlineare Gleichungen in der Regel nicht mehr geschlossen gelost
werden konnen, kommen nur iterative Algorithmen der Losung in Frage.
Héufig besteht dabei ein Iterationsschritt in der Losung eines linearen Teil-
problems.

5.1 Konvergenzordnung

Wir unterscheiden verschiedene Konvergenzbegriffe bei iterativen Losungsverfahren.

Definition 5.1. Sei {ej }ren, eine positive reelle Nullfolge. Man sagt, dass
die Konvergenz dieser Folge (mindestens) die Ordnung p > 1 hat, wenn ein
C > 0 und ein kg € N existiert, so dass

epp1 < Ceb fur k> ko . (5.1)

Fir p = 1 wird vorausgesetzt, dass C' < 1 ist.
Entsprechend wird die Konvergenzordnung einer konvergenten Folge {x(k)} C
R™ mit Grenzwert & iiber die Konvergenzordnung der Fehlerfolge

A

er = [«® — 2|

81
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definiert. Da alle Normen in R™ dquivalent sind, spielt es bei der Definition
der Konvergenzordnung keine Rolle, welche Norm verwendet wird.

Beispiel 5.2. 1. Der Fall p = 1 ist von besonderer Bedeutung und uns
bereits im Zusammenhang mit dem Banachschen Fixpunktsatz (3.1)
begegnet. Nach Satz 3.5 hat die Fixpunktiteration

) =T2® o T e RV ¢, 20 e R, (5.2)
die Konvergenzordnung p = 1 (und nicht mehr), falls 0 < p(7') < 1.

2. Der Fall p = 2 (quadratische Konvergenz) wird uns im Zusammenhang
mit dem Newton-Verfahren begegnen.

3. p braucht nicht unbedingt eine ganze Zahl sein. Ein entsprechendes
Beispiel ist das Sekantenverfahren.

4. Die Folge g3 := k™, v € RT, konvergiert gegen 0, erfiillt aber keine Un-
gleichung der Form (5.1). Man spricht in diesem Fall von sublinearer
Konvergenz (langsamer als linear). Entsprechend heifit eine Nullfolge
{ex} superlinear konvergent, falls

Ek+1
250, k> oo.

€k
Bei nichtlinearen Verfahren ist es wichtig zwischen lokaler und globaler
Konvergenz zu unterscheiden:

Definition 5.3. Ein Iterationsverfahren z**1 = ®(2*)) mit einer Funktion
® : D(®) C R" — R™ heiit lokal konvergent gegen = € R”, falls eine
Umgebung & C R® um = € U existiert, so dass fiir Startvektoren z(© € U
die resultierende Folge {#(®} gegen 2 konvergiert. Man spricht von globaler
Konvergenz, falls i/ = R" ist.

Satz 5.4. Sei () # D(®) offen. Die Funktion ® : D(®) C R™ — R" sei stetig
differenzierbar mit Fizpunkt &. Ferner sei || - || eine Norm in R™ und ||-|||
eine vertrigliche Matriznorm mit ||V®(x)||| < 1 fir alle x € D(P). Dann
konvergiert das Iterationsverfahren

g® ) = @y £ =0,1,2,---

(mindestens) lokal linear gegen Z.
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Beweis. Wegen der Stetigkeit von V@ existiert eine abgeschlossene Kugel
U C D(P) um & mit Radius p > 0 mit

IVO(2)|| <g<1lfirallexzeld.

Aus dem Mittelwertsatz in R™ folgt

B(y) - B(x) < / VO + t(y — )y — ) dt

folgt

[8(y) — @(2)]| = /0 Ve +tly — )l lly — =l dt <qlly — = -

Das bedeutet, dass ® eine Kontraktion auf i/ ist. Fiir y = 2 sieht man ferner,
dass @ eine Selbstabbildung der Menge U ist, denn fiir x € U ist

[(z) — 2| = [[®(x) — 2(2)[| < gllz — 2| < gp < p,

also ist auch ®(z) € U. Damit folgt die Behauptung des Satzes aus dem
Banachschen Fixpunktsatz. O

Die Existenz des Fixpunktes braucht man nur fiir die Selbstabbildungs-
eigenschaften.

Satz 5.5. Seip=2,3,.... Die Funktion ® : [a,b] — R sei (p+ 1)-mal stetig
differenzierbar in (a,b), und es sei ®(z) = & fir ein T € (a,b). Gilt

0=3d'(z) == 0P V(&) und dP (&) £ 0, (5.3)

dann konvergiert das Iterationsverfahren x*+1) = CD(:L‘(k)) lokal mit der Ord-
nung p gegen .

Beweis. Zuerst wenden wir Theorem 5.4 auf eine offene Umgebung U in (a, b)
an, in der ®'(z) < ¢ < 1 gilt. Dies ist wegen (5.3) moglich. Nach Theorem
5.4 ist damit die Folge 2® konvergent. Da ®"*+Y beschrinkt in ¢/ ist und
®P)(3) # 0, existiert eine Umgebung U von # in (a,b), sodass fiir alle z*)
ab einem gewissen groflen Index ky gilt

PP+ (¢)

(k) _ »\p+1
(p+1)! o 7)

1@ (3
<_‘ﬂ
p!

, (5-4)
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wobei £ ein beliebiger Punkt in U ist.
Durch Taylorentwicklung ergibt sich

PO (4 , q;(p+1)(<)

)() k 0\
1 () — )¢ + TESN

(k) _ »\p+1.
Z (¥ — 2)

Y

o(z™) = &(2) + i

fiir ein ¢ zwischen # und z®. Da & ein Fixpunkt ist, ist nach Voraussetzung
also

5 +1
20D = @z ™) = 7 + o) () (@™ — g + o (() ) _ gypt
p! (p+1)!
Damit gilt wegen der Dreiecksungleichung
5 +1
&) | > ‘D(p)(l")(x(k) 2| — M(xw) _ gyt
- p (p+1)!

Damit folgt aus (5.4)

1@ (3 31p@ (4

Jp&u(k) — 7P < |z*t) — 3| < 5%@(@ — &P .

Fiir |z — 2P~1 < p!/|3®®)(£)] ist die rechte Seite kleiner als |z — 2|/2
und daher konvergiert die Iteration lokal gegen 2. Offensichtlich ist die Kon-
vergenzordnung p. O]

5.2 Nullstellenbestimmung reeller Funktionen

Im folgenden betrachten wir superlinear konvergente Iterationsverfahren zur
Losung der Nullstellengleichung

f(#)=0. (5.5)

Dabei beschrinken wir uns zunéchst auf den Fall einer reellwertigen Funktion
f einer Variablen z € [a,b] C R: der mehrdimensionale Fall wird spéter
behandelt.
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5.2.1 Das Newton-Verfahren

Um die allgemeinen Ergebnisse dieses Kapitels nutzen zu konnen, bringen wir
die Gleichung (5.5) zuerst in Fixpunktform. Denkbar ist etwa eine Gleichung
der Form

= +q(2)f(z) = B(x)

mit einer glatten Funktion ¢, von der wir zunéchst nur voraussetzen, dass ¢(x)
in einer Umgebung von & von Null verschieden ist. Mit Hinblick auf Satz 5.5
fordern wir zunéchst, dass ®’(z) verschwindet — wir wollen ein Verfahren mit
hoher Konsistenzordnung generieren. Also wollen wir erreichen, dass

(2) =1+ ¢'(2)f(2) + q(2) f'(2)

Da f(z) = 0, erhalten wir somit die Bedingung

0.

(%) =1+q(2)f'(2) =0,

oder .
Q) = ——7F .
D=
Dies ist natiirlich nur fiir f'(Z) # 0 moglich. Mit der Wahl ¢ = —1/f’ resul-
tiert das Newton-Verfahren.

Satz 5.6. Sei f € C3[a,b] und & € (a,b) mit f(2) =0 und f'(2) # 0. Dann
konvergiert das Newton-Verfahren

(k)
L _ oy S@)

Fa) o0

lokal quadratisch gegen .

Beweis. Die Behauptung folgt aufgrund der Konstruktion sofort aus Satz
5.5. 0

Leider ist die Konvergenz des Newton-Verfahrens in der Regel nur lokal.
Nur in Ausnahmefillen kann globale Konvergenz garantiert werden. Eine
solche Ausnahme ist der Fall einer konvexen Funktion f.

Satz 5.7. Sei I C R ein Intervall und f : I — R monoton wachsend und
konvexr mit (eindeutiger) Nullstelle & € I. Dann konvergiert das Newton-
Verfahren fir alle 29 € I mit (0 > & monoton gegen .
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Beweis. Wir nehmen an, dass fiir ein £ > 0 die aktuelle Iterierte x®) > 7 ist
und beweisen die Induktionsbehauptung

i < a* D) < gk (5.7)

Hierzu wenden wir die Konvexitidtsbedingung an, dass fiir alle u,v € I und
0<a<l1

flau+ (1 —aj) <af(u)+(1-a)f(v)

gilt auf u = 2+ und v = z*). Dies ergibt
af (@) > flaz®™V + (1 - a)z®) — (1 - a) f(2¥),
beziehungsweise

f(x(k) + Oz(x(k‘H) _ :Ij'(k))) . f(x(k))

(k+1)
fa™) > -

+ f(z®) .

Dies gilt nach Voraussetzung fiir alle a € (0, 1]. Durch Grenziibergang o — 0

folgt somit
F@OD) 2 f@) @O — 20) + fa) .

Man beachte, dass eine konvexe Funktion differenzierbar ist, weshalb wir im
Satz diese Eigenschaft nicht extra voraussetzen miissen. Die rechte Seite ist
aufgrund der Newton Vorschrift (5.6) Null. Also ist f(x**V) nichtnegativ
und wegen der Monotonie folglich z**1) > #. Da nach Voraussetzung und
Induktionsvoraussetzung sowohl f(z®)) als auch f’(z*)) nichtnegativ sind,
gilt wegen der Definition des Newton Verfahrens,

(*)
L oy S@)

Py

dass 21 < ) Damit ist die Induktionsbehauptung (5.7) vollstindig
bewiesen. O

5.2.2 Das Sekantenverfahren

Der Aufwand bei der Implementierung des Newton-Verfahrens (5.6) steckt
in der Auswertung von f und f’. In der Praxis ist die Funktion f oft nicht
explizit bekannt oder um ein Vielfaches komplizierter als die Funktion f
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selbst. Daher ersetzt man gelegentlich die Ableitung f/(z*)) in (5.6) durch
den Differenzenquotienten, etwa

. f (k)y _ f (k—1)
f (x(k)) ~ (3;(]3 - x((];’lfl) ) ‘

Auf diese Weise erhélt man fiir £k > 1 die Iterationsvorschrift des Sekanten-

verfahrens:
20 _ (k1)

Fa®) = flaomy!
T f@®) = @)
Der Name Sekantenverfahren beruht auf der folgenden geometrischen Inter-
pretation:

LD )
(5.8)

Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation des Sekantenverfahrens

Satz 5.8. f sei zweimal stetig differenzierbar in [a,b] und es sei f(&) =
0 fir ein & € (a,b) mit f'(z) # 0 und f"() # 0. Dann konvergiert das

Sekantenverfahren lokal gegen & mit exakter Konvergenzordnung

1
p= 5(1+\/5) = 1.61803 - - -

5.3 Das Newton—Verfahren in R"

Das Newton—Verfahren (5.6) lésst sich unmittelbar zur Nullstellenbestim-
mung einer Funktion F': D(F) C R™ — R" {ibertragen:

2D = W _ R R (e®) | (5.9)



88 KAPITEL 5. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Hierbei ist VF(z) die Jacobi-Matriz

Dabei bezeichnet i die Zeilen und j die Spaltenposition.

Um die Wohldefiniertheit dieses Verfahrens sicherzustellen, miissen wir
nun fordern, dass VF (&) nicht singulér ist; dies entspricht der Verallgemei-
nerung der Bedingung im eindimensionalen Fall, wo wir gefordert haben, dass
f'(z) # 0. Die Rekursion (5.9) ist dquivalent zu

F(@®) + VF(@™)(@®*D —2) =0 (5.10)

k)

Also ist #**+1 eine Nullstelle der Taylor-Linearisierung von F um z*). In

(5.10) wird die urspriingliche nichtlineare Gleichung
F(z)=0
durch die lokale Linearisierung
F(z®) + VF(®)(z —2®) =0

ersetzt. Auch fiir die Implementierung des Newton—Verfahrens verwendet
man zumeist die dquivalente Formulierung (5.10) anstelle von (5.9).

Algorithmus 5.9. Newton—Verfahren in R™:
e Wihle (V) € D(F)

e for k=1,2,---
16se das lineare Gleichungssystem

VEF@ER® = —F(z®)

Ersetze 2D = 2 + p*) und iiberprife 2*+) € D(F)
end for

Fir n = 1 ist dieser Algorithmus &quivalent zu der Iterationsvorschrift
(5.6). In R™ verwendet man jenen linearen Gleichungssystemloser, der die
speziellen Eigenschaften der Jacobi—-Matrizen am besten nutzt.

Wir beweisen nun einen Konvergenzsatz fiir Algorithmus 5.9.
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Satz 5.10. || - || und |||-||| seien ein Paar einer vertriglichen Vektor- bzw.
Matriznorm. F : D(F) C R — R" habe eine Nullstelle & und sei stetig
differenzierbar in einer Kugel U C D(F) um &. VF(x) sei invertierbar fiir
alle v € U mit

|VE(@) " (VE(y) = VF(@))|| < Llly — = (5.11)
fiir alle x,y € U mit einem festem L > 0. Dann gilt: Ist 29 € U mit
pimllz — 29| < 2/L,

dann liegen alle Iterierten x®) von (5.9) in der Kugel U, () mit Radius p
um T und konvergieren quadratisch gegen T,

L
& — 2®*HD|| < EHiz —z®|?, k=012, (5.12)
Beweis. Da % eine Nullstelle von F' ist, gilt
g* ) 3 = 2® VPR F W) - &
=2 — 3 — VF (@)Y (F (W) - F(2))
= VF(@@W)™ (F(&) — F(a®W) - VF(a™)(z — 2®))) .
Aus dem Mittelwertsatz folgt

(k+1) _ =~

T T

= VF(z®)1 (/1 VF@® +t(& — 2®™) (& — 2®)dt — VF (W) (1 - x(k))>
= /1 VE@E )™ ((VE@E® + (@ —2®)) — VF(@™)) (3 — 2®)) at .

Folglich gilt

k+1) _ A

[E3 z|

< /1 [[VF (&™) (VF (@™ + (2 — 2®)) = VE@™)||| |2 — 2| dt

1
gL||x<k>—:e||2/ Lt
0
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womit die quadratische Konvergenz (5.12) nachgewiesen ist. Gilt zudem ||2*) —
z|| < p < 2/L, dann ist

L L
o449~ 3l < (e = ) o = 81 < 3 e ] < ) — 2] <.

Damit haben wir gezeigt, dass ||z*) — Z|| monoton fallend ist und x*) €
U, (). Damit ist insbesondere die Folge (||z*) — £||)ren konvergent. Bezeich-
nen wir den Grenzwert mit ¢, so erfiillt er wegen (5.12) die Ungleichung

0<e< Lo L
< —¢ —€.
SES58 = p 9
Da p% < 1, muss € = 0 sein. Also konvergiert z(*) gegen Z. O]
Bemerkung 5.11. 1. In der Kugel U,(Z) kann es nur eine Nullstelle von

F' geben; ist ndmlich = eine zweite Nullstelle von F', dann konvergiert
die Iteration (5.9) mit 2(® = # gegen #. Aus (5.12) folgt dann der
Widerspruch zur Annahme, dass es zwei Nullstellen gibt.

2. (5.11) ist eine Art Lipschitz—Bedingung an VF(-). Die Konstante ist
dabei unabhéngig von moglichen Transformationen

F(z) := AF(x) mit nichtsingulidrem A € R™"

3. Fir n = 1ist (5.11) erfiillt, falls VF Lipschitz-stetig ist. Dies ist eine
deutlich schwichere Voraussetzung als in Satz 5.6, wo wir gefordert
haben, dass f € C3(a,b).

Da die Konvergenzaussage von Satz 5.10 nur lokal giiltig ist, stellt sich
die Frage, wie man in der Praxis entscheiden kann, ob das Verfahren mit dem
verwendeten z(*) konvergiert oder nicht. Sehr hiufig wird ein Monotonie-
test verwendet, wo gepriift wird, ob

IVE@@®) = Fa®)]| < %HVF(JI('“’)lF(w('“))|I : (5.13)

Der Term h¥) = VF(z®)~1F(2®) wird in Algorithmus 5.9 berechnet, also
ist fiir den Monotonietest die Berechnung der rechten Seite kein erheblicher
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Mehraufwand. Hingegen bedeutet die Berechnung der rechten Seite im all-
gemeinen einen erheblichen Mehraufwand. Dieser ist aber vernachléssigbar,
wenn man das lineare Gleichungssystem

mit einer LR—Zerlegung von VF(z®) gelost wird. In diesem Fall ist der
Aufwand zur Losung des Gleichungssystems

VF(x®)d® = F(z*)

gegeniiber der Bestimmung der L R-Zerlegung vernachléssigbar. Fiir den Mo-
notonietest muss man schlieBlich noch die Norm von d*) bestimmen.

Ist der Monotonietest {iber einige Iterationen hinweg nicht erfiillt, dann
muss befiirchtet werden, dass die Iteration nicht konvergiert. In diesem Fall
muss die Newton Iteration mit einer besseren Startndherung begonnen wer-
den.
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Kapitel 6

Numerische Quadratur

Gegenstand dieses Kapitels ist die numerische Approximation bestimmter

Integrale
b
= / f(z)dx

die nicht in geschlossener Form durch Angabe einer Stammfunktion integriert
werden konnen.

6.1 Trapezregel

Die einfachsten Approximationsformeln sind die Mittelpunktsformel

/ f(x)de ~ (b—a)f (“;b> (6.1)

und die Trapezformel

[ e~ s+ 50, (62
Natiirlich gilt bei (6.1) und (6.2) in der Regel keine Gleichheit; die Formel
ist nicht exakt. In der Praxis zerlegt man das Intervall [a,b] in n gleich
grofie Teilintervalle und wendet (6.1) und (6.2) auf jedes Teilintervall an. Bei
der Mittelpunktsformel ergibt sich somit eine Riemann’sche Zwischensum-
me, wiahrend die Trapezformel auf die (zusammengesetzte) Trapezregel (oder

93



94 KAPITEL 6. NUMERISCHE QUADRATUR

Trapezsumme) fiihrt:

, b—a
a=T0< T <Ty<---<xTp=>b, ri=a+1th,h= —

Lj — Lij—1
T} = 35 ) + fai) = 5 f0) + hZ f()
(6.3)
Aus der Definition des Riemann-Integral folgt unmittelbar, dass die entspre-
chend zusammengesetzten Regeln fiir n — oo gegen I[f] konvergieren. Unter
Zusatzvoraussetzungen an f kann folgende Fehlerabschétzung bewiesen wer-
den:

Satz 6.1. Sei f € C?[a,b]. Dann gilt

"

1) - T <

mit h = (b;a). Dabei bezeichnet || - ||ap) die Matriznorm iber dem Intervall

[a,b].

Beweis. Wir betrachten zunéchst die Trapezformel, also n = 1. Dann gilt

T = 250 @)+ 500 = [ b ds

2 2
mit v
p(e) = fla) + T (F(B) — f(@)

Die letzte Identitat sieht man indem man die Probe macht:

[ s@rae = r@o- o)+ =126 op

= f(a)(b—a) + —=2(f(b) - f(a))
=P80 + (@)
Also ist
11~ T3] = / (f(z) - pla)) de / (@) — pla)] de .
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Sei g(x) := f(x) — p(z) und definiere fiir a <t < b

gt),  w(r)=(r—a)(r-0).

h; hat Nullstellen in x = a, z = b (da g(a) = g(b) = w(a) = w(b) = 0), sowie
in = t. Also hat h; mindestens einen Wendepunkt ¢ in (a, b): Dort gilt

N/ /i g(t) " R/ g<t)
0="n/(C)=g (C)—mw )=y (C)—2w—t),
bzw.
g(t) = 59" ()t —a)(t —b) (6.4)

Da ¢"(x) = f"(x) gilt folgt
1] - Tilf)] < / l9(t)] dt
< 19" [ ¢~ @)t -
]' 1/
(b~ 0

Angewendet auf (6.3) ergibt sich

(f(xz 1) — flxi))

"

]

Im Folgenden betrachten wir weitere Methoden zur Approximation des

gewichteten Integrals
b
:/ f(z)w(x)dz
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Dabei sei w(z) eine positive integrierbare Funktion tiber dem Intervall I :=
[a, b] mit

/w(x)dx<oo.

I
Zur Approximation von I;[f] betrachten wir Ausdriicke der Form

m

QU1 = if ()

1=0

mit Knoten x; und Gewichten w;. Eine solche Ndherung nennen wir Quadra-
turformel, wenn die Wahl von m, {z;} und {w;} fest ist (wie etwa bei der
Trapezregel (6.2). Unter dem zugehérigen zusammengesetzten Quadraturver-
fahren verstehen wir dann die Unterteilung von [a, b] in n gleich grofie Teilin-
tervalle, auf die jeweils eine Quadraturformel angewendet wird (Bezeichnung
Qulf).

Um die qualitativen Merkmale einer Quadraturformel bzw. eines zusam-
mengesetzten Quadraturverfahrens beschreiben zu kénnen, fithren wir die Be-
griffe Exaktheitsgrad und Konvergenzordnung eines Quadraturverfahrens ein.
Dabei bezeichnet II,, den Vektorraum aller Polynome vom Grad hochstens
m.

Definition 6.2. 1. Eine Quadraturformel Q[f] hat Exaktheitsgrad g,
falls

Qlp] = Ip[p] fiir alle p € 11, .

2. Ein zusammengesetztes Quadraturverfahren konvergiert gegen I;[f]
mit der Ordnung s, falls

|Qulf] — Is[f]| =O(n™%), n— 0.

Beispiel 6.3. Sei w = 1, dann hat die Trapezformel Exaktheitsgrad ¢ = 1,
und die zusammengesetzte Trapezformel konvergiert mit Ordnung s = 2 fiir

alle f € C?[a,b].



Kapitel 7

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Wir werden im ersten Teil dieser Vorlesung Theorie und Numerik fiir Systeme
von gewohnlichen Differentialgleichungen der Form

y = f(t,y) ,t € [0,T] mit der Anfangsbedingung y(0) = yo (7.1)

behandeln. Dabei ist zu beachten, dass y eine vektorwertige Funktion sein
kann. Wir sprechen in diesem Fall von einem System erster Ordnung.

7.1 Das Euler Verfahren

Obwohl dieses Verfahren heute in der Praxis kaum mehr verwendet wird, so
kann man doch sehr eindringlich die Idee von Losungsverfahren fiir gewohnliche
Differentialgleichungen schildern.

Das Euler-Verfahren beruht auf der Beobachtung, dass die Funktion f in
jedem Punkt (t,y) € Q die Steigung der Losungskurve definiert. Sobald eine
Losungskurve (¢,y(t)) durch den Punkt (¢,y) lduft, hat die Tangente an die
Kurve in diesem Punkt die Steigung f(t, y(t)).

Das Euler-Verfahren (oder auch Polygonzugverfahren) macht sich diesen
Sachverhalt wie folgt zunutze: Auf einem vorgegebenen Gitter

A:{O:t0<t1<t2<<tn}§[

wird diejenige Gerade als lokale Approximation der Funktion y(.) gewéhlt,
dessen rechtsseitige Ableitung in dem jeweiligen Gitterknoten mit der vor-
gegebenen Steigung f(t,y(t)) iibereinstimmt. Da durch yy und f(0,y) am

97
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Euler-Verfahren

Exakte Losung

') ty t
Abbildung 7.1: Schematische Darstellung des FEuler-Verfahrens

linken Rand der Funktionswert und die Anfangssteigung der Geraden fest-
gelegt sind, lassen sich die Koeffizienten 3; € R? der Geraden in expliziter
Weise rekursiv bestimmen:

Yier = Yi + (tin — ) f (i, vi) -

Man beachte, dass das Euler-Verfahren auch dadurch erklart werden kann,
dass man die Zeitableitung durch einen Vorwidrtsdifferenzenquotienten ap-
proximiert.

Beispiel 7.1. Wir studieren die einfache gewohnliche Differentialgleichung

Y=y, y0)=1.

Die exakte Losung ist y(t) = exp(t). Mit dem Euler-Verfahren ergibt sich in
einem aquidistanten Gitter (¢; = ¢h) (man beachte f(t,y) = y)

yo = 1,

yi = yo+hf(h,yo)=1+nh,

vo = yi+hf(hyyr))=1+h+h(l+h)=(1+h)?,
ys = Yo t+hf(hy2) = (1 +h)?+h(1+h)?=(14+h).

Mit Induktion kann man leicht zeigen, dass y, = (1 + h)". Fir ¢, = T
bedeutet dies

Yo = (L+T/n)" > exp(T) = y(T), n— oo
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Klarerweise 16st das Fuler-Verfahren die gewohnliche Differentialgleichung
nicht exakt. Wir studieren im folgenden wie gut das Euler-Verfahren die
Losung der gewohnlichen Differentialgleichung approximiert. Fehlerabschétz-
ungen der nun folgenden Form sind von zentraler Bedeutung, um die Qualitéit
von numerischen Verfahren zur Losung von gewohnlichen Differentialglei-
chungen zu beurteilen.

Fiir die folgende Fehlerabschitzung beschréanken wir uns auf ein dquidis-
tantes Gitter A mit konstanten Schrittweite h = t;,1 — t;, i =0, ..., n.

Satz 7.2. Sei I = [0,T] und f : I x RY — R stetig differenzierbar und
beztiglich y global Lipschitz-stetig,

£t y) — f(t, 2)|l2 < Llly — z||2 fiir allet € I und y, 2 € R* .

Ist nun y die eindeutige Lisung des Anfangswertproblems (7.1) und sind y;,
1 =1,...,n, die berechneten Niherungen des Euler-Verfahren an den Gitter-
punkten t; € I, dann gilt

(1+ Lh)i —

! exp (Lt;) —
2L 19" ljo,rh < exp (Lt;) —1

1 :
||y<ti)_yi|’2 < o7, ||y”||[07T]h, 1=0,..,n.

Hierbei ist ||y"||jo.r) = maxo<i<r ||y (t)||2 (man beachte y"(t) € R).

Beweis: Die Voraussetzung an f garantiert, dass y zweimal stetig diffe-
renzierbar ist, wie man aus folgendem heuristischen Argument sofort sieht:

n_OF OF, _OF Of,
Y o oy T Ty

Der Beweis dieses Satzes gliedert sich nun in drei Teile:

Lokaler Fehler: Nehmen wir zunéchst an, dass fiir ¢; das Euler-Verfahren
auf dem Punkt (¢;,y(t;)) der exakten Losungskurve initiiert ist. Sei
zi+1 die Approximation fiir y(¢;41), die man mit dem Euler-Verfahren
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berechnet, dann gilt

Yy (tiv1) — zit1 ]2
ly(tier) — (y(&:) + hf (L, y(8a))) |2

ly(tiv1) — y(t:) + hy' (L)
|
|y =y ar |,

Iy ljo.ry f (7 = :) dr

it

Def. des Eulerverfahrens

it

Def. der Differentialgleichung

Sty (rydr =y (t)h

it

2
Hauptsatz der Integralrechnung

o

g
g{ll
=]

>

<I/\ '

Mittelwertsatz der Integralrechnung

VAN

sy llomh? -

Lokale Fehlerfortpflanzung: Tatséchlich ist das Euler-Verfahren nach ¢ Schrit-
ten nicht auf der exakten Losungskurve, sondern hat statt dessen eine
Néherung y; von y(t;) berechnet. Daher miissen wir untersuchen, wie
sich der Fehler im i-ten Schritt, y; — y(¢;), auf das Resultat im i + 1-
Schritt auswirkt. Mit den Rechenfehlern des Euler-Verfahrens ergibt
sich

Yir1 =Y T hf(tiv yz‘) und 241 = y<ti) + h’f(tiv y(tz)) .

Man beachte, dass der erste Term zur Berechnung von y;.1, Fehler in
y(t;) mit beriicksichtigt. Damit folgt also

lYit1 — 2ziv|l2
<y —y(t)ll2 + RlLf (s vi) — f(ts y(ti) ]2
< (A+nrL)lyi —yt:)ll2 -

Kummulierter Fehler: Jetzt leiten wir eine obere Schranke fiir die Norm des
Gesamtfehlers e; nach ¢ Zeitschritten her. Ziel und Aussage des Satzes
ist es zu zeigen, dass

1+ Lh)' —1 .
g < %Hy”moﬂh, 1=20,...,n. (7.2)

Wir fithren den Beweis dieser Behauptung mit Induktion: Fiir ¢ = 0
gilt per Definition des Euler-Verfahrens y(ty) = yo und ¢; = 0; damit
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ist (7.2) in diesem Fall trivialerweise erfiillt. Aus den ersten beiden
Beweisschritten ergibt sich nun

|y(tiv1) — Yirlle < zig1 — Yigall2 + |y (tiva) — ziga |2

< (1 +hD) + 2 o o
Aus der Induktionsannahme folgt nun
[y (tis1) = yirall2
< o (AL — 1= L+ RL) " Nomh (7.4
(1+hL)*! —

1
1yl 0.0k

2L

was zu zeigen war. Wegen der elementaren Ungleichung 1 + AL <
exp(hL) und t; = th € (0, T folgt auch der Rest der Behauptung.

O

Aus Satz 7.2 folgt, dass der Fehler des Euler-Verfahrens linear in h gegen Null
konvergiert, falls das Gitter sukzessive verfeinert wird. Die Verfeinerung wird
aber in dem Moment kritisch, in dem der Rundungsfehler die Gré8enordnung
des lokalen Fehlers erreicht. Die folgende heuristische Uberlegung mag das
belegen: Nehmen wir an, im (7 + 1)-ten Schritt kommt zu den bereits unter-
suchten Fehlern (lokaler Fehler und fortgepflanzter Fehler) noch ein additiver
Rundungsfehler der GroBenordnung ¢ (Maschinengenauigkeit) hinzu. Dann
erhalten wir anstelle von (7.3) die Ungleichung

1
Eit+1 S (]. + hL)Ez + i”y//H[O,T]hZ +e.

Induktiv ergibt sich entsprechend

g; < % (|’Z/”H[0,T}h+2%) 1=0,....,n. (75)
Das bedeutet: Der Gesamtfehler des Euler-Verfahrens setzt sich aus einem
(fiir h — 0 konvergenten) Verfahrensfehler und einem (fiir A — 0 divergen-
tem) fortgepflanztem Rundungsfehler zusammen. Man sieht leicht, dass die
Schranke auf der rechten Seite von (7.5) fiir h ~ /2 ihren minimalen Wert
von der GroBenordnung 1/ annimmt.
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A Fehler

kl ‘e-i nster Gesamtfehler
“ Fehler degEuler-Verfahren
ohngRundungsfehler

\
1
1
1
1
1
v

Rundungsfehler-
pflanzung

»
>

Diskretisierung h

Abbildung 7.2: Gesamtfehler des Euler-Verfahrens

7.2 Das implizite Euler-Verfahren

In diesem Abschnitt verwenden wir als allgemeine Voraussetzung an f die
schwache Lipschitz-Bedingung

(fty) = f(t.2),y — 2)y <llly — 2|3 fiir alle (t,y), (t,z) €Q. (7.6)

Beim impliziten Euler approximiert man die exakte Losung wieder lo-
kal durch Geraden, aber im Unterschied zum Euler-Verfahren, fordert man
nun, dass die linksseitige Ableitung der Geraden im Gitterknoten mit dem
Wert von f(t;,y;) ibereinstimmt. Wie der Name des Verfahrens besagt, kann
die Bestimmung der Geraden nun nicht mehr explizit erfolgen. Statt dessen
ergibt sich y;,; als Losung des folgenden (im allgemeinen nichtlinearen) Glei-
chungssystems

Yirr = Yi + hf(tigr1, Yis1) - (7.7)

Beispiel 7.3. Wir betrachten wiederum die einfache Differentialgleichung
vy =My, y(0)=1, mit A <O0.

Die exakte Losung ist y(t) = exp(At) . Das implizite Euler-Verfahren hat in
diesem einfachen Fall die Form

Yir1 = ¥i + hAyi1 oder dquivalent y; 1 =
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Tangentensteigung
im Punkt to

.................. Exakte Losung

Implizites Euler-Verfahren

' h b

Abbildung 7.3: Schematische Darstellung des impliziten Euler-Verfahrens

Also gilt
1

In = A e
Mit T' = nh ergibt sich

T -n
Yn = (1 — 5)\) — exp(AT) =y(T), n—o0.

Aus (7.8) erkennt man, dass die lokale Fehlerverstirkung in einem Zeitschritt
durch (beachte [ = \ < 0)

kg = (1 — M)~ € (exp(Ah), 1) = (K, 1)

gegeben ist. Da diese Beziehung unabhéngig von h gilt, ist das implizi-
te Euler-Verfahren immer gut konditioniert. Im Gegensatz zum Euler-
Verfahren, welches nur dann gut konditioniert ist, falls |I|h = O(1) ist.

Dieses Beispiel zeigt das typische Konvergenzverhalten des impliziten
Euler-Verfahren; es ist in vielen Problemen unabhéngig von der Wahl von
h konvergent. Die Nachteile des impliziten Euler-Verfahrens liegen auf der
Hand, es ist die Losbarkeit des nichtlinearen Gleichung in jedem Iterations-
schritt.

Im néchsten Satz studieren wir die Losbarkeit dieses Gleichungssystems.
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Satz 7.4. Sei I = [0,T], und f : I x RY — R? sei stetig differenzierbar
und erfille die schwache Lipschitz-Bedingung (7.6) fir ein | € R. Dann
ezistiert zu jedem y € R? und jedes t € (0,T) eine eindeutige Lisung Y der
nichtlinearen Gleichung

Y=y+hf(tY), (7.9)
vorausgesetzt, dass hl <1 ist.

Beweis: Losungen von (7.9) sind Nullstellen der Funktion
FY)=y+hf(t,Y)—-Y.
Dabei erfiillt die Funktion F' ebenfalls eine schwache Lipschitz-Bedingung:

(F(Y) = F(Z).Y = Z), =h(f(t,Y) = f(t.2).Y = Z), = |Y = Z|I3
<-(1-m)y -Z|3.

Aus 1 — hl > 0 folgt unmittelbar, dass F' hochstens eine Nullstelle Y haben
kann, also die Eindeutigkeit der Losung von F(Y) = 0. Nullstellen Y der
Funktion F' sind aber auch die stationdren Losungen u(t) der Differential-
gleichung

u'(r) = F(u(r)) .

Beachte: 7 ist eine kiinstlich eingefiihrte Zeit. !

Ist die Funktion f stetig differenzierbar, so ist auch F' stetig differenzier-
bar und daher insbesondere lokal Lipschitz-stetig. Also existieren zu jedem
ug,vo € RY Losungen u und v der Differentialgleichung (Satz von Picard-
Lindelof)

u' = F(u),u(0) =uy v =F(v),v(0)=up. (7.10)

Ferner gilt fiir beliebiges ¢y die Ungleichung (Beweis als Hausiibung)
[u(to) — v(to)ll2 < exp(—(1 — hl)to)|luo — vol|2- (7.11)

Da ¢ := exp(—(1 — hl)ty) < 1 gilt, ist die Abbildung uy — u(ty) eine kontra-
hierende Selbstabbildung des R¢, und nach dem Banachschen Fixpunktsatz
existiert eine eindeutiger Fixpunkt dieser Abbildung, den wir mit Y~ bezeich-
nen. Man beachte, dass sich fiir jedes ¢, verschiedene Y ergeben.

IExistiert eine Funktion v mit den Eigenschaften v = limy_, o, u(t) und lim;_, oo u/(t) =
0, so heisst v stationédre Losung.
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Jede Losung der Differentialgleichung (7.10) ist ¢y periodisch:
V(1) =u (T + 1) = Flu(t + ty)) = F(v(r)) .

Also sind u und v beides Losungen von (7.10) mit gleichem Anfangswert
v(0) = u(ty) =Y = up. Aus der bereits gezeigten Eindeutigkeit folgt nun,
dass u(1) = v(1) = u(r + to).

Ebenso sieht man, dass fiir festes t; > 0 die Funktion vy(¢t) = u(t + 1)
eine Losung der Differentialgleichung (7.10) mit Anfangswert v1(0) = u(ty)
ist. Aus der tg Peridodizitét folgt auch die ty Periodizitdt von vy. Also folgt
aus (7.11):

[ut1) = Y2 = [lv1(0) — u(0)]]2

= [Jv1(to) — u(to)ll2

< exp(—(1 = hl)to)[|v1(0) — u(0)[2
= qllu(tr) = Y2

Da ¢ < 1 ist, muss also u(t;) = Y sein. Da aber ¢; beliebig war, ergibt sich
u =Y und damit ist Y die gesuchte Nullstelle von F'. O

Die Bedingung hl < 1 ist insbesondere dann erfiillt, wenn [ negativ ist.
Damit gilt die Bedingung unabhéngig von der Konstante L in einer starken
Lipschitz-Bedingung an f. Im Fall einer positiven Konstante [ ergeben sich
Einschréankungen an die Schrittweite h.

Nun kommt der angekiindigte Konvergenzsatz fiir das implizite Euler-
Verfahren.

Satz 7.5. Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 7.4 an f. Dariiberhinaus
gelte fiir die Konstante | im Satz 7.4 hl j 1. Dann gilt fir das implizite Euler-
Verfahren die Fehlerabschdtzung

1 1 \°
)= ville< = | |7 ) —1 " =ihel. 12
ly(t:) — il < 51 <(1 — lh) ) v ok, ti=tihe (7.12)

Beweis: Der Aufbau des Beweis dieses Satzes ist dhnlich wie der Beweis
zu Satz 7.2, und wird deshalb weggelassen. O
Aus diesem Satz folgt unmittelbar das folgende Korollar
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Korollar 7.6. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.5 mit einem | < 0.
Dann gilt fir alle t; € [0,T] die Abschitzung

1
ly(t:) — yill2 < mHy"H[O,T}h :

Zur Implementierung des impliziten Euler-Verfahrens muss man das nicht-
lineare Gleichungssystem (7.9) effizient 16sen. Typischerweise verwendet man
ein Newton (-artiges) Verfahren

1
3/5+T1) = yi(—i-)l - (I - hfy<ti+17 yz(+)1)) <1/z‘(+)1 — Y — hf(tis1, yz(-l—)l)) )
n=20,1,2,..

Die Berechnung der Jacobi-Matrix J = fy(tiﬂ,yi(z)l) und der Inversen
von I — hJ sind meist sehr aufwendig. Deshalb verwendet man anstelle des
Newton-Verfahrens zumeist Quasi-Newton Verfahren, bei der die Jacobi-
Matrix geeignet approximiert wird.

7.3 Runge-Kutta Verfahren

Der erhebliche Nachteil der beiden Euler-Verfahren ist ihre langsame Konver-
genz (in Abhéngigkeit der Zeitdiskretisierung). Betrachtet man die Konver-
genzbeweise zu den Satzen 7.2 und 7.5, so sieht man, dass fiir diese langsame
Konvergenz fast ausschliefSlich der lokale Fehler verantwortlich ist. Intuitiv
lasst sich argumentieren, dass die Tangentensteigung an den Randpunkten
des Intervalls [t;, t;11] die Sekante durch die optimalen Punkte (¢;,y(¢;)) und
(tiv1,y(tix1)) sehr schlecht approximiert. Es liegt daher nahe, zur Konver-
genzverbesserung einen Ansatz der Form

Yir =Y+ h Yy bif(ti+ehong), Y bi=1, (7.13)
j=1

J=1

zu wihlen, mit Néherungen n; fiir y(¢; + ¢;h); s nennt man dabei die Stu-
fenzahl des Verfahrens.

Speziell bei den beiden Euler Verfahren ist jeweils s = 1 und ¢; = 0,
m = y; (explizites FEuler-Verfahren), bzw., ¢y = 1, ;y = ;11 (implizites
Euler-Verfahren).
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Da bei (7.13) jeweils ausgehend von y; =~ y(t;) die ndchste Néherung
Yir1 ~ yY(t;11) berechnet wird, spricht man bei Verfahren dieser Art von Ein-
schrittverfahren. Im Gegensatz dazu verwenden Mehrschrittverfahren
auch altere Ndherungen y;_1, ..., zur Berechnung von ;1.

Nehmen wir nun an, dass y; = y(¢;) auf der exakten Losungskurve liegt
und bestimmen davon ausgehend wie im ersten Schritt des Beweises von
Satz 7.2 den lokalen Fehler des Verfahrens (7.13), dann ergibt sich mit dem
Hauptsatz der Differentialrechnung

y(tiv1) = Yir1 y(tiv1) —y(ts) — h Z bi f(t; + c;h,n;)
j=1

—
Annahme y(t;)=y;
tit1 S
:/ y(t)dt — b bif(ti + cjh,ny)
t; j=1
tit1 s
= [ oyt < B3 b S+ chny).

~ /. -
Dgl. 7t j=1

Wir sehen daher, dass der lokale Fehler klein wird, falls die Summe
h 22:1 b; f(ti+c;jh,n;) eine gute Approximation des entsprechenden Integrals

LU f(ty(t) dt st
Daher liegt es nahe, Quadraturformeln zur Wahl der Parameter {b,},
{¢;} und {n;} heranzuziehen.

Beispiel 7.7. Mit der Mittelpunktsformel ergibt sich der Ansatz

wobei idealerweise 1y = y(t; +h/2) sein sollte; allerdings ist dieser Wert nicht
bekannt. Eine Nédherung kann jedoch leicht gefunden werden durch

h h
m =yt + 5?/(2‘) ~ Yt §f(ti7yi) :
Das ist das Verfahren von Runge aus dem Jahre 1895.

Ein andere Alternative ist die Trapezregel. Sie ergibt sich aus dem Ansatz

h h -
Yie1 = Yi + §f(tz‘,?/z‘) + §f(tz‘+1,771) ;
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wobei nun 7); = y(t;+h) sein sollte. Geht man wie beim Verfahren vom Runge
vor und ersetzt man

=y +hy't;),
dann ergibt sich das Verfahren von Heun.

Wir studieren das Verfahren von Runge etwas genauer. Bei diesem Ver-
fahren ergibt sich die Taylorentwicklung fiir hinreichend glattes f unter der
Voraussetzung y; = y(t;)

h? h?
Yier = Yi + hf(ti, i) + Eft(tiyyi> + ?fy(tiayﬁf(tiayi) + O(h%),
2

i) = ylt) + b/ (1) + 5y (1) + O)

2

h
=y +hf(ts,y;) + > (felti, i) + fy(ti, ) f (L wi)) + O(R%) .
Damit gilt fiir den lokalen Fehler

ly(tiv1) = yirallz = O(R?) .

Das Verfahren von Runge hat also einen kleineren lokalen Fehler als die
beiden Euler-Verfahren.

Definition 7.8. Ein Einschrittverfahren hat die (Konsistenz)-Ordnung
q, falls fiir jede Differentialgleichung v' = f(t,y) mit f € C9T (I x J) und
jedes t; € I fiir den lokalen Fehler gilt:

yi =y(t;) € J = |lyis1 — y(tiga) ]2 = O(hT*Y), h—0.

Beachte: Die Ordnung ist ¢ (und nicht ¢ + 1), obwohl die entsprechende
h-Potenz q + 1 ist! Wie wir spéter sehen werde, ist die Konvergenzordnung
an einem festen Punkt ¢y € (0,7 bei einem Verfahren der Ordnung g O(h?)
ist.

Beispiel 7.9. Die beiden Euler-Verfahren haben die Ordnung ¢ = 1 und das
Verfahren von Runge hat die Ordnung ¢ = 2.

Wir studieren im folgenden den Zusammenhang zwischen Quadraturver-
fahren und dem Ansatz (7.13).
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Satz 7.10. Hat ein Einschrittverfahren der Form (7.13) die Ordnung q, dann
hat die Quadraturformel

s 1
o= > bigle) ~ [ gla) da
j=1 0
den Exaktheitsgrad q — 1 — das bedeutet, dass Polynome bis zum Grad g — 1
exakt integriert werden konnen.
Beweis: Fiir 0 < n < ¢ betrachten wir das “Anfangswertproblem”
y=t", y(0)=0.

Dieses Problem hat die eindeutige Losung t"*1/(n + 1).
Sei yp = 0. Dann gilt nach der Definition 7.8 der Konsistenzordnung eines
Einschrittverfahrens der Ordnung ¢ die Abschétzung

ly(h) — | = —h”“ th ¢;h)"| = O(h**) .

Diese Abschétzung gilt unabhéngig von der Wahl von 7, in (7.13).
Dividiert man die obige Gleichheit durch h"*!, so erhilt man

S

woraus durch Grenziibergang h — 0 folgt

n - n 1 1n
Q[t]:ijcj:n+1:/o " dt .

Damit ist die Quadraturformel Q[.] exakt fiir alle Monome t",n =0, ...,q—1,
und damit fiir den ganzen Unterraum der Polynome vom maximalen Grad
q—1 O

O(h"™") = o(1) ,

Aus diesem Satz ergibt sich unter Verwendung von allgemeinen Resultaten
iiber GauB-Quadraturformeln, dass ein s-stufiges Einschrittverfahren maxi-
mal die Ordnung ¢ = 2s haben kann.
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Der Zusammenhang zwischen der Ordnung eines Einschrittverfahrens und
dem Exaktheitsgrad einer Quadraturformel ldsst sich gezielt weiterverfolgen,
um Verfahren hoherer Ordnung zu konstruieren. Das ist die Idee der Runge-
Kutta Verfahren. Dabei gilt es allerdings, noch eine Regel fiir die Wahl der
Koeffizienten n; anzugeben. Wegen

ti+cjh ti+cjh
wutroh) =ut+ [ Y Od =y« [ fama (115)

bietet sich hier wieder eine Quadraturformel an. Um zusétzliche Funktions-
auswertungen f(¢,y) zu vermeiden, beschranken man sich dabei auf die glei-
chen Werte f(t; + c;h,m;), 7 =1, ..., s, wie fiir die Berechnung von y;+1. Das
ergibt folgenden Ansatz:

n; =y + hz ajef(t; + cxh,mi) Z ajk = Cj . (7.16)
k=1

k=1

Falls ajp = 0 fiir j < k ist die Rechenvorschrift ezplizit und fithrt auf ein
explizites Runge-Kutta Verfahren. Ansonsten ergibt sich ein implizites
Runge-Kutta Verfahren. Die Bedingung Y ;_, ajz = ¢; ist aus Quadra-
turformelmethoden motiviert, wird aber in der Literatur nicht einheitlich
verwendet. Es ist eine unwesentliche, aber sehr niitzliche Voraussetzung.
Ublicherweise werden die Koeffizienten {ajk,bj,c;} in einem quadrati-
schen Tableau zusammengefasst (das so genannte Runge-Kutta Abc),

C1 | Q1,1 ay s
Co | Q21 Q22
c| A . C3 | az1 0asp
bt N
Cg 0,871 a875_1 as7s
b1 by ... bs_q b

wobel wir A = [a;x] € R¥5, b = [b,...,bs)" € R® und ¢ = [eq,...,c5)" €
R?® gesetzt haben. Wir sprechen ab nun von dem Runge-Kutta Verfahren
(A, b, c).

Beispiel 7.11. Fiir das explizite und implizite Fuler Verfahren ergeben sich
folgende Tableaus:

0o 1]1
R
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Das Verfahren von Runge (hier in zwei Stufen aufgeschrieben)

mo= Y+ 2f(t, )
Y1 = Yi+hf(ti+h/2,m)

passt auf den ersten Blick nicht in das Runge-Kutta Schema. Man beachte,
dass in der Definition von 7; auf der rechten Seite kein 7 auftaucht. Das
heifit, um das Verfahren von Runge in ein Schema zu pressen, ergéinzt man
das Runge-Kutta Schema um den Index Null und setzt ¢g = 0 und ny = y;,
sodass

1 1
np=yi+h Yy amf(ti+ehon), Y ap=ciforj=01. (717

k=0 k=0
Setzt man nun noch konkret ¢; = 1/2, so ergibt sich
mo = i +h3 40 f(t: + cxhymy)

mo= Y+ 2f(t+h/2,m)
Yier = i+ hfti+h/2,m).

Diese drei Gleichungen werden mit folgendem Runge-Kutta Tableau beschrie-
ben

0[]0 0
1/21/2 0
0 1

Wir konstruieren nun ein Verfahren der Ordnung 3 und leiten uns dazu
Bedingungen fiir die Parameter des Runge-Kutta Schemas her.

Satz 7.12. Runge-Kutta Verfahren haben mindestens die Ordnung 1. Fin
Runge-Kutta Verfahren (7.13), (7.16) ist von zweiter Ordnung, wenn

> 1
ijCj = 5 (718)
j=1

FEs ist von dritter Ordnung, wenn zusdtzlich

Zlyc? = % und Z b; Zajkck = é . (7.19)
j=1

j=1 k=1
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Man iiberpriift sofort, dass beim Verfahren von Runge (7.14) die Bedin-
gung (7.18) erfiillt ist, nicht aber die beiden Bedingungen in (7.19).

Beispiel 7.13. Wann immer in der Literatur von dem Runge-Kutta Verfahren
gesprochen wird, dann ist das folgende Verfahren von Kutta (1901) auf
der Basis der Simpson-Formel gemeint. Die Koeffizienten dieses Verfahrens

lauten:
01:0, 62:1/2, 63:1/2, C4:1

mit den Gewichten
b1:1/6, b2:1/3, b3:1/3, b4:1/6

Wegen des Exaktheitsgrad ¢ = 3 der Simpson-Formel sind die Bedingungen
(7.18) und die erste von (7.19) automatisch erfiillt. Beriicksichtigt man, dass
das Verfahren explizit ist, so reduziert sich die verbleibende Ordnungsbedin-
gung in (7.19) zu

1 1 1 1

32 + 10942 + DM =g

so dass die Bestimmung der {a;;} in dieser Weise unterbestimmt ist. Erwei-
tert man Satz 7.12, dann ergibt sich eine eindeutige Losung aller Ordnungs-
bedingungen fiir ein explizites Verfahren vierter Ordnung, die im folgenden
Tableau dargestellt ist:

0
1/2 | 1/2
121 0 1/2

110 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6
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