
Otmar Scherzer Übungen zu „Einführung in die Analysis“
Bachelor Mathematik

Universität Wien
16. bis 20. Jänner 2017

Übungsblatt 12

Beispiel 1.
Sei

f1 : R→ R ,

x→
{

sin(1/x) für x 6= 0,
0 für x = 0

und

f2 : R→ R ,

x→
{
x sin(1/x) für x 6= 0,

0 für x = 0.

Wo sind f1, f2 stetig?

Bemerkung: Aus der Schule bekannte Eigenschaften der Sinusfunktion dürfen verwendet werden.

Beispiel 2.
Sei

f : [0, 1]→ R ,

x 7→
√
x .

(a) Ist f stetig?

(b) Ist f Lipschitz-stetig? Wenn ja, geben Sie die Lipschitzkonstante an.

Beispiel 3.
(a) Zeigen Sie: ∀n ∈ Nen > nn

n! .

(b) Für welche x ≥ 0 konvergiert die Reihe
∑∞
n=1

xnn!
nn .

Beispiel 4.
Sei τ(n) die Anzahl der Teiler von n. Zum Beispiel wird 4 von 1, 2, 4 geteilt, also ist τ(4) = 3. Sei x > 0.
Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe

∑∞
n=1 τ(n)x

n mit dem Wurzelkriterium.

Ist auch das Quotientenkriterium für alle x < 1 anwendbar?

Hinweis: Betrachten Sie den Spezialfall x = 3/4 und den Quotienten aus (p + 1)-tem und p-tem
Koeffizienten, falls p eine Primzahl ist.

Beispiel 5.
Verwenden Sie die Reihendarstellung

ln(1 + x) =

∞∑
k=0

(−1)k x
k+1

k + 1
, ∀(−1 < x ≤ 1).

Finden Sie einen Näherungwert für ln(1/2) = − ln 2, der sich vom exakten Wert um weniger als 0.1
unterscheidet.
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Beispiel 6.
Verwenden Sie die Identität

∫ π/2

0

sinm(x) dx =


(m− 1)!!

m!!

π

2
, m gerade,

(m− 1)!!

m!!
, m ungerade,

wobei die Doppelfakultät durch

m!! =

{
m(m− 2) · · · 2, m gerade,
m(m− 2) · · · 1, m ungerade,

definiert ist, um zu zeigen, dass die Wallissche Formel gilt:

π

2
= lim
n→∞

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2
1

2n− 1
.

Hinweis: Es gilt die Ungleichung∫ π/2

0

sin2n+2(x) dx <

∫ π/2

0

sin2n+1(x) dx <

∫ π/2

0

sin2n(x) dx .

Beispiel 7.
Eine Funktion f :]a, b[→ R heißt konvex, falls

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) , ∀t ∈ [0, 1]∀x, y ∈]a, b[ .

Zeigen Sie, dass eine konvexe Funktion stetig ist.

Beispiel 8.
Eine Funktion f :]a, b[→ R heißt oberhalb-stetig wenn für jeden Punkt x ∈]a, b[ und jede Folge (xn)n∈N,
die gegen x konvergiert, gilt

f(x) ≥ lim sup
n→∞

f(xn) .

Sei
f̂(x) = inf

n∈N
sup

|y−x|< 1
n

f(y) .

Zeigen Sie: f ist genau dann oberhalb-stetig, wenn f = f̂ in ]a, b[ gilt.
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