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Beispiel 1 (Exponentielle Funktionen).
Wir definieren fiir alle z € (0, 00) und allgemeine Exponenten oo € R
% = exp(aln(z)).
(a) Zeigen Sie, dafl
In(z“y”) = aln(z) + Bln(y) fiir alle z,y € (0,00) und a, f € R
gilt.
(b) Verifizieren Sie, dafl mit dieser Definition fiir alle z € (0,00), n € N und a € R

1 _ 1
v = Yrund 2% = —

xa

gilt.

Beispiel 2 (Stiickweise invertierbare Funktionen).
Zerlegen Sie R in vier Intervalle Iy, Is, Is und I, mit I; U I U I3 U I, = R, fiir die die Funktion
FiR =R, f(z) = |(x—2)* - 4|,
streng monoton auf jedem Intervall I; ist, und berechnen Sie die inversen Abbildungen der auf diese

Intervalle eingeschrinkten Funktionen f|7,: I; — f(I;), j € {1,2,3,4}.

Beispiel 3 (Inverse Funktion in zwei Variablen).
Sei

f:Rx[0,00) = (—00,0] x R, f(x1,22) == (—\/Tz, x> + x3).

Zeigen Sie, dafl f bijektiv ist, und berechnen Sie die inverse Funktion von f.

Beispiel 4 (Linksinverse einer Funktion).

Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f: X — Y zwischen zwei Mengen X und Y/, fiir die es eine Funktion
g: Y — X mit

g(f(x)) =z fiir alle x € X

gibt und zumindest ein y € Y mit f(g(y)) # y existiert.

Kann man ein solches Beispiel auch finden, wenn man zusétzlich X =Y verlangt?

Beispiel 5 (Bijektive Abbildungen).

Seien m,n € IN zwei natiirliche Zahlen, X eine Menge mit m Elementen und Y eine Menge mit n
Elementen. Wie viele verschiedene bijektive Abbildungen f: X — Y gibt es?

Beispiel 6 (Physikalische Grifien als Funktion unterschiedlicher Parameter).

Wir betrachten ein Federpendel mit Masse m > 0 und Federkonstante k& > 0 und bezeichnen mit

xy: [0,00) = [—A, A], x4 (t) = Acos(wt),

fiir gegebene Anfangsauslenkung A > 0 und w = 4/ % > 0 die Auslenkung des Pendels aus der Gleichge-

wichtslage als Funktion der Zeit. Die kinetische Energie des Pendels in Abhéngigkeit von der Auslenkung
ist gegeben durch

Eo: [-A Al - [0,54%), Ex(z) = g(A2 —2?).



(a) Bestimmen Sie die kinetische Energie
Ei = Exomq: [0,00) — [0, £A?]
als Funktion der Zeit. Zu welchen Zeiten ist die kinetische Energie am groiten?

(b) Berechnen Sie umgekehrt den Absolutwert zg: [0, £A%] — [0, A] der Auslenkung als Funktion der
kinetischer Energie:

zg = (Ex|jo,4)) "

sowie den Zeitpunkt tg: [0, gAQ] — [0, 5=], wo diese Auslenkung erstmals stattfindet, als Funktion
der kinetischen Energie:

tg == (Z‘t|[07%])71 OXE.

(c) Verifizieren Sie explizit, dal E; o tg = idyg, k2] gilt.



